Note de Seminar

Silvia - Otilia Corduneanu

1 Numere complexe. Notiuni teoretice
1.1 Introducere

Formal, multimea numerelor complexe reprezinta multimea tuturor perechilor

ordonate de numere reale gi este notata cu C.

C:RQZ{(x,nyER, y € R}.

Consideram un plan notat w. Functia f : C — w definita prin f(z,y) = M in
care M € w este punctul de coordonate carteziene (z,y) (i.e. M(z,y) € w)
este o bijectie, perechea (z,y) se noteaza cu z iar numarul complex z = (z,y)
se numeste afixul punctului M.

Consideram z = (x,y) € C. Numarul r € [0, +00) definit prin

r =22+ y>?

se numeste modulul numarului complex z si se noteaza cu |z|. Fie z € C* i

a € R. Sistemul

T

COS @ = m
(1.1)

Ly

s @ = m,

are solutie unica ¢ € [a, a + 27). Notam solutia sistemului (1.1) din inter-
valul [o, v 4+ 27) cu arg, z. Sistemul (1.1) are in R o infinitate de solutii.

Multimea acestor solutii se noteaza Argz si se poate scrie:

Argz = {argy z + 2km | k € Z}.
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Multimea C este inzestrata cu operatiile de adunare si inmultire definite mai
jos:
21+ 22 = (21 + 22, Y1 + Y2)

21 22 = (T172 — Y1Y2, T1Y2 + Y172)
unde 21 = (z1,y1) € C, 23 = (x9,y2) € C. Dotatd cu aceste operatii,
multimea numerelor complexe formeaza o structura de corp, numit corpul
numerelor complexe. Elementul neutru al operatiei de adunare este (0,0)
iar elementul neutru al operatiei de inmultire este (1,0). Deoarece pentru

orice z1 = (21,0) € C, z2 = (22,0) € C sunt adevarate egalitatile

(21,0) + (22,0) = (z1 + 72,0)

(5131,0) : (1’270) = (.’L'le,O)
multimea numerelor reale, R, poate fi privita ca submultime a lui C identi-
ficand un numar = cu perechea (x,0). Observam ca numarul complex (0, 1)

are proprietatea
(0,1)* = (~1,0)

deci (0,1)? poate fi identificat cu numérul real —1. Numarul (0, 1) se noteaza
cu j, se numeste unitate imaginara si avem j2 = —1.
1.2 Forma algebrica a numerelor complexe

Pentru orice z = (x,y) € C avem:
(z,y) = (2,0) + (0,y) = (#,0) + (y,0)(0, 1) = = + jy. (1.2)
Spunem ca forma algebricd a numéarului complex z este
2=a+jy,

T se numeste partea reala a numarului z si notam x = Re z iar y se numeste
partea imaginara a numarului z si notam y = Im z.
Daca z1 = z1 + jy1 € C, 22 = x2 + jy2 € C atunci cele doua operatii pot fi

scrise .
21+ 20 =21 + X2 +](y1+y2)

21 - 2p = 122 — Y1y2 + j(@1y2 + y122),
iar

(21 =m) = (x1 =22 NYy1 =¥y2) .
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1.3 Forma trigonometrica a numerelor complexe
Fie z = (z,y) € C*. Din relatiile (1.1) obtinem
T =TCosy
Yy = rsin .
Rezulta ca
z=x+ jy=rcosp+ jrsing = r(cosp + jsingy).
Spunem ca forma trigonometrica a numarului complex z este
z =r(cosp + jsiny).
Daca z1 = ri(cos 1 + jsingg) € C, zo = ra(cos 2 + jsingy) € C atunci

2129 = 1172 (CO8((p1 + 2) + jsin(p1 + @2)),

iar daca in plus z3 # 0 atunci

z T L.
2L = I (cos(i1 — 2) + jsin(py — @), (1.4)
Z9 T2

Daca z = r(cosp + jsinp) € C atunci
2" =r"(cos(ny) + jsin(ny)), n e N. (1.5)
Pentru n € N*\ {1} si z = r(cosp + jsing) € C avem
Yz = C/F(cossotfkﬂ +jsinip+n2kﬂ> , k=0,1,2,....,n— 1.

In cazul in care z = cos o+ jsing € C (i. e. r = 1), din relatia (1.5) rezulti

formula lui Moivre:
2" = cos(ny) + jsin(ny), n € N.

Din relatia (1.4) rezulta ca pentru z = r(cos¢ + jsing) € C* (i. e. r > 0)

avem:
1 1 .
— = —(cosp — jsiny).
z o
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1.4 Conjugatul unui numar complex

Consideram z = z + jy € C. Conjugatul numarului z este numarul notat z
definit prin

zZ=x—jy.
Sunt adevarate egalitatile
(1) (VzeC)(z=2)
(2) (V(z1,22) € C*) (21 £ 22 = 71 + %)

(3) (V(21,22) € C*) (2172 = 7172)

(3) (V(z1,22) € C x C¥) <21 _ Zl)

29 Z9
1.5 Exercitii propuse si rezolvate

Exercitiul 1.1 Sa se arate ca sunt adevarate propozitiile

(1) (V2 €C) <Rez: Z‘;Z);

zZ—Zz

(2) (Vz €C) <Imz— )

2j
Exercitiul 1.2 Si se demonstreze propozitiile
(1) (V2€C)(Jz] >0 A |z2] =0<=2=0)
(2) (V(21,22) € C?)(|z122] = |21 |22])
(3) (Vz € C)(Vn € N)([2|"* = |2"])
la)
|22]

Exercitiul 1.3 Sa se demonstreze propozitia

<1

(4) (V(z1,22) € Cx CY) <

22

(V(21,22) € C?)(|21 + 22| < |21] + |22]).

Solutie.
Fie z1 =21+ jy1 € C, 2 =29+ jy2 € C.
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|21 4+ 22| < |21] + |22| =

Vi@ + 222+ (1 +y2)? < Val + 3 + Va3 + 3 =

23 + 23 + 2120 + YT + 93 + 2190 <

23+ i + 33+ 3 + 2/ (3 +yd) (23 +13) =

172 + Y12 < \/(53% + i) (23 +u3).-

Deoarece

z122 + y1y2 < |T122 + V12|,

este suficient sa demonstram ca

|z122 + y1y2| < \/(95% +y7) (23 4 3).

Avem

lz122 + y1ya| < /(22 + y3) (22 + 2) =
2222 + Y2y + 2z w1y < 2303 + yPys + 23y + 23yd —

0 < (z1y2 — T2y1)>.

Exercitiul 1.4 Sa se calculeze modulul numarului complex
z=1+47+72+7+ ...+

Solutie. Observam ca

1, n=4k kecZ,
j, nmn=4k+1, k€ Z,

-1, n=4k+2, keZ,

\ —j, n=4k+3, k€ Z,

si mai departe ca
T+j+72 43+, +52 =0

In concluzie |z| = 0.
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Exercitiul 1.5 Sa se arate ca daca z = r(cosp + jsing) (¢ € [0,2m)),

atunci
( arctgg, (z,y) € (0,400) x [0, 00),
x

arctgg +7, (z,y) € (—o0,0) X R,
x
0= arctgg +27m, (x,y) € (0,+00) x (—00,0),
x

(z,y) € {0} x (0, 00),

N

, (z,y) € {0} x (—=00,0).

\

ol

Exercitiul 1.6 Sa se scrie sub forma trigonometrica numerele complexe

1) 2=V2 z=mj; 2= —¢ z=—§j;
(2)22?(1#7') 2= —V24+V2j z=-1-j; 22?(1—j);
V2

(3),2:%(1—1—\/53') z=—-14+V35; z=-1-3j; z:7(1—\/§j);

(4> Z:%(\/g‘i‘]) Z:—\/§—|—j; Z:_\/g_j; Z—\f(\/g—j);

(5) z=v2—jV5;
243y
© =G
Solutie.

(1.1) V2 =+v2(cos0 + jsin0);
(1.2) mj=m (cosg + 7 sin g) ;
(1.3) —e =e(cosm + jsin);

4 4
(1.4) —gj =3 <005327T + jsin 3;) ;

7T.
4)

|

(2.1) X2 (145) = cos% + jsin
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3
(2.2) —V2+V2j =2 (cosgé;T —i—jsinZ) ;

5 5
(2.3) —1—j = \/§<cosw+jsinﬂ>;
4 4
V2

(2.4) 7(1 —j) = cos% + 7 sin %T;

|
(81) S(L+V3j) = cosg —l—jsing;

2 2
(3.2) —1+3j =2 <cos; —i—jsin;) ;

4 4
(3.3) —1—V/3j =2 <cos;r +jsin;>;

(3.4) \f(l —V3j) =2 (cos5§ + jsin 5;) ;

1
(4.1) 5(\/§+j) = cos% +jsin%;

5 )
(4.2) —\/§+j:2<cosg+jsing>;

(4.3) —V3—j=2 <cos7g+jsin7g>;

(4.4) \f(\/g—j) =2 (Cosléﬂ + jsin 13;) :

(5) V2—jV5=V7 [cos (2% - arctgé) + jsin <27T — arctgé)] .

(6)  Deoarece

2435  (2435)(2+4)? —-6+17j
2-4)?%  (22+12)2 25

rezulta ca
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2437 _ ﬁ—l-@ cos 7r—a1"ctE + jsin W—aI"CtE
(2—4)% V625 " 625 ¥6 )" *6 )]

Exercitiul 1.7 Sa se determine partea imaginara a numaéarului complex
11
z = (—1 + \/gj) )
Solutie. Deoarece

2 2
—1—|—\/§j:2<cos;+jsin;)

rezulta ca

11 22 22
(—1 + \/gj) =21 <cos Tﬁ + jsin 37T> =

4 4
ol1 o sgin ot
<cos 3 + 7 sin 3)

Exercitiul 1.8 Sa se precizeze curba plana care are ecuatia

(1) |2 =
(2) [z —=1+2j] =3;
(3) Rez =2
(4) Re (&%) =4.

Solutie.

(1)

2| =1<= 2" +y* = 1.

In concluzie curba plana ceruta este cercul

C((0,0);1): 2?44 =1.



Note de Seminar

(2)

2 —142j|=3 = (z—1)2+(y+2)2=3.

In concluzie curba plana ceruta este cercul

C((1,-2):3): (z—1)%+(y+2)?=09.

Rez=2<«—=zx=2.

In concluzie curba plana ceruta este dreapta

d: z=2.

(4)

Re (22):4<:>:r2—y2:4.

In concluzie curba plana ceruta este hiperbola
2

2

€z Y
H: ——-==1

4 4

Exercitiul 1.9 Sa se precizeze curba plana care are ecuatia
argo(z — J) = ¢
Exercitiul 1.10 Sa se precizeze curba plana care are ecuatia
(1) [z =jl =1z =2=3jl;
(2) |z—2|+|z+2| =6.
Solutie. (1)
lz—jl=]z—2-3j| <=

VATl = a2 T (9

P24y —2y+l=a?—dx+4+y*—6y+9

—z+y—-3=0.
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In concluzie curba plana ceruta este dreapta de ecuatie y = 3 — x.

(2) |z2=2|+]z4+2|=6<«<=

ViE=22+12+ /(2 +2)2+y> =6+
(=22 +1y2=6—/(z+2)?+y? <=

22 —dx +4+9y? =36+ 2% +4dx +4+ 9>

—12/(z +2)? + y? —

3V(@+2)2+y2 =22+ 9 =

922 + 362 + 36 + 9y? = 422 + 81 + 36 —

522 4+ 9y? = 45 «—

$2

2
Yy
— 4+ ==1.
9 5
Exercitiul 1.11 Sa se precizeze curba plana care are ecuatia
(1) |2 — 24| + |2 + 4j] = 10;
(2) |2 —2j] — |z + 24| = 1.

Exercitiul 1.12 Sa se precizeze domeniul plan dat prin inecuatia

(1)

z
z+ 37

‘<1;

1—2z

> 3.
1+ 2

&)
Solutie.
(1)

z
z+ 37

‘<1<:>

Va2 +y? < Va2 +y?2 + 6y + 9 =

.3
y> -3
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In concluzie domeniul cerut este semiplanul dat prin inecuatia y > —5

(2)

1_
Z>3<:>

1+ 2z

(=12 4+y?2>3/x+1)?2+y? —

2?2 =20+ 14192 > 922 + 18249 + 9y —

5
x2—|—y2+§a}+1>0<:>

40 2+ 25 2
X — —.
1 Y~ 16

In concluzie domeniul cerut este exteriorul cercului

5 3
Cl{—=,0]);=).
< < 4 ' ) 7 4)
Exercitiul 1.13 Sa se precizeze domeniul plan dat prin inecuatia

2z <
14 22

Exercitiul 1.14 Se considera functia

_1—z

FO1 o fE) =

Sa se determine punctele z € C\ {—1} astfel incat
(a) f(z) este numar real;

(b) f(z) este numar pur imaginar.

Solutie.

Observam ca pentru orice z € C\ {—1} avem

l—2z 1—-z—jy
1+z 1+ax+jy

(1+z)2+y? A+ +y?

(I-—z—jy)(l+z—gy 1-2°—y*—2jy
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(a) Daca z = x + jy € C, atunci f(z) este numar real daca gi numai daca

y=0A (:Bay) # (_170)'

(b) Daca z = x+jy € C, atunci f(z) este numar pur imaginar daca si numai

daca
2 4y? =1 A (z,y) £ (—1,0).
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2 Functii complexe de variabila complexa

Consideram o multime £ C C. O functie complexa de variabila complexa
este o functie
f+E—C.

O astfel de functie se reprezinta sub forma

f(z) =u(z,y) +ju(z,y), z=z+jyck

in care functia
u:FE—R

se noteaza cu Re f (u = Re f) si se numeste partea reala a functiei f iar
v:FEF—>R
se noteaza cu Im f (v =1Im f) si se numeste partea imaginara a functiei f.

Exemplul 2.1

Consideram functiile
1) f:C—=C, f(z2)=2"+;

(2) f:C*>C, f(z):g—l;

x _ 2y
(3) f:C*—=C, f(z)—x2+y2+j$2+y2.

Notam f=u+jv, uwu=Ref, v=Imf.

(1) Deoarece

=@+’ +i=
a® = 3ay? 4+ j(32ty — ) + 4 =

23 — 3xy? + j(3z%y — 3 + 1),

rezulta ca

u(z,y) = - 3xy2, v(z,y) = 3:c2y — y3 + 1.
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(2) Deoarece

2 2@ . 2(@—jy)?
22 EE (22 + 2)2
2j(x% — y? — 2j 4 > -y
j(x v 2Jsvy)_lz Y49 TV
(22 + y?)? (22 + y?)? (22 + y?)?
rezulta ca
4xy x? — 92
=—" -1, Y) =2—F—5.
w@,y) = Ga e ol 9) = 2o e
(3) Avem
T 2y
U(l’,y) - xg _|_y2a U(:‘Cay) - ZC2 +y2'

Definitia 2.1 Fie zp € C gi r > 0. Multimea
A(zp,r) ={z€C: |z — 2| <r},

se numeste disc deschis centrat in zg de raza r.

Definitia 2.2 O multime £ C C se numeste multime deschisa daca

(Vz € E)(3r > 0)(A(z,7) C E).

Definitia 2.3 Consideram o multime £ C C. Un punct z € C se numeste

punct de acumulare al multimii £ gi notam
z€F

daca

(Vr > 0)((A(z,7) \ {z}) N E #£0).

Definitia 2.4
Fie ECC,2€F, f: E— CsileC. Spunem ci functia f are limita [

in punctul zp §i notam lim,_,,, f(2) = [, daca

(Ve > 0)(36: > 0)(Vz € E\{20})

(lz — 20| < 0 = |f(2) =] < ¢).
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Propozitia 2.1
Fie ECC,2€ekF, f:E—-CsileC.
Fie zo = o+ jyo, | =11+ jlo si f = u+ jv.

Atuncs

(lim.—z f(2) = 1) <=

lim uw(x,y) =11 A lim v(z,y) =1
<(rvy)—>($0,yo) @y =t Jim ey 2)

Exercitiul 2.1 Sa se studieze limita in origine a functiei f : C* — C data

prin
2 4

oz .y - .
f(Z)_.TQ—f—yQ +J$2+y27 z x+Jy

Solutie. Notam f = u + jv. Observam ca

2
T 2 *
U(IE,y) = m7 (IL’,y) € (R )
si
y4 2 *
’U(l’,y) = ma (x,y) € (R ) :

1

Consideram doud siruri din (R?)", ((z},y2))n, ((#2,92)), definite prin

1
(:c}l,y}l) = (0, ) , neN*
n

1
(,O), n € N*
n

Cele doua siruri au aceesi limita si anume (0,0). Deoarece

si

(22, y2)

1 2

u(a:n,yTll) =0, Iiar u(xmyi) =1, neN*

rezulta ca nu exista limita in origine a functiei u si mai departe ca nu exista

limita in origine a functiei f.

Exercitiul 2.2 Sa se studieze limita in origine a functiei f : C* — C data

prin
4 4

oz .Y - ,
f(z)_x2+y2+]$2+y27 Z—:B—i—]y.
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Solutie. Notam f = u + jv. Vom arata ca

4
li —_ = 2.1
(0:0)+(0.0) 72 + 12 @1)
Consideram ¢ > 0. Cautdm . > 0 astfel incat
(V(z,y) € (R*)*)
(2.2)

/22 1+ 02 o

<<).

Pentru orice (x,y) € (R?)* sunt adevirate inegalititile

<z < (Va? +y2)>2

.T4

x2 + y?

In concluzie, alegand 8, = V€, proprietatea (2.2) este verificata, deci relatia

(2.1) este adevarata. Analog demonstram ca

Y
lim 5 5 =0. (2.3)
(z,9)—(0,0) T« + Y
Deoarece
lim  w(x,y)= lim ov(z,y)=0,
w00 TV T @aiSon V™Y

rezulta ca

lim f(z) = 0.

z—0

Definitia 2.5
Fie ECC,zpe EFsi f: E— C. Spunem ca functia f este continua in z

daca
(Ve > 0)(36. > 0)(Vz € E)

(|2 = 20| <6 = |f(2) = f(20)| < e).

Propozitia 2.2
Fie E C C o mulfime deschisa, zg € E si f : E — C. Functia f este

continud in zy daca si numai daca

lim f(2) = f(20)-

Z—rZ20
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Propozitia 2.3
FieE CC,zge Fsif:E— C. Fiezy=x0+ jy st f = u+ jo.
Atunci functia f este continud in zo daca st numai dacda functiile u §i v

sunt continue in (g, yo).

Exercitiul 2.3 Sa se studieze continuitatea functiei f: C* — C,
_sin(z4)

foy=]

0, (z,y) = (0,0).

in origine [z =z + jy = (x,y)].

(xz,y) € C*

Solutie. Observam ca
u(z,y) =0, (z,y) € R

si

sin(x?) ox
U(l‘)y):ma (.’E,y)ER )
i v(0,0) = 0. Vom arata ca
(A
SIn@) _0,0) = o0.

1m —
(@,9)—(0,0) 22 + y?

Consideram ¢ > 0. Cautdm . > 0 astfel incat
(V(z,y) € R?)

sin(x?) (2:4)

22 + y?

(\/x2+y2 < 0. =

5>.
Pentru orice (z,y) € R?" sunt adevirate inegalititile

2
<a? < (vx2+y2) :

sin(z") | rt

22 + y?|

IN

x2 + y?

In concluzie, alegand d. = +/¢, proprietatea (2.4) este verificata, deci functia

data este continua in origine.
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Definitia 2.6
Fie E C C. Multimea E se numegte conexa, daca oricare ar fi doua puncte
din multimea E, exista o linie poligonala care uneste aceste puncte si care

este inclusa in multimea FE.

Definitia 2.7 Fie D C C. Spunem cd multimea D este domeniu daci este

deschisa gi conexa.

Definitia 2.8
Fie D C C un domeniu, zg € D si f : D — C. Spunem céa functia f este
derivabila sau monogena in punctul zy daca

i 1) = F0)

Z—20 Z— 20

e C. (2.5)

Limita (2.5) se numeste derivata functiei f in punctul zy si se noteaza cu

f'(20).

Propozitia 2.4 Fie D C C un domeniu, zg € D si f : D — C. Daca

functia f este monogend in punctul zy atunci este continud in punctul zg.

3 Functii olomorfe. Notiuni teoretice

Definitia 3.1
Fie D C C un domeniu si f : D — C. Spunem ca functia f este olomorfa

pe multimea D daca este monogena in toate punctele multimii D.

Teorema 3.1 Fie un domeniu D C C, o functie f: D - C, f=u+ jv s
un punct zg = xo + jyo € D. Dacad functia f este monogend in punctul zo,

atunci functiile u, v sunt diferentiabile in (xo,yo) $i sunt adevarate egalitatile

0 0
£($07y0) = a*Z(on,yo),

(3.1)
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Observatia 3.1 Egalitatile (3.1) poartd denumirea de conditiile Cauchy-

Riemann.

Teorema 3.2 Fie un domeniu D C C, o functie f: D — C, f=u+ jv §i
un punct zo = xo + jyo € D. Dacad functia f este monogend in punctul zo,
atunci, pentru calculul derivatei functiei f in punctul zg se poate folosi una

din formulele

f'(20) = a*(xo,yo) +ja*($o, Yo), (3.2)
o) = & (Gt + 55 om) ). (5.

Teorema 3.3

Fie un domeniu D C C, o functie
f:D—=C, f=u+jv

siz0 = xo+jyo € D. Daca functiile u si v admit derivate partiale de ordinul
intdi continue in (xo,yo) $i verifica cele doua conditii Cauchy-Riemann in

acest punct, atunci functia f este monogend in zg.

Exercitiul 3.1 Sa se determine punctele in care functia f : C — C, data
prin

f(z2)=2242-2—(2)?+22 -7,
este monogena. Sa se calculeze derivata functiei f in punctele gasite.
Solutie. Observam ca
fla,y) =2+ + o+ j(day +3y), (z,y) €R%
Notand u = Re f g1 v = Im f, gdsim
u(z,y) = 2% +y? +

v(z,y) = dxy + 3y.
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Sistemul conditiilor Cauchy-Riemann

ou ov
%(xay) - Fy(x’y)’

ou v
Fy(xay) - _%(xay)a

este echivalent cu
204+ 1 =4x + 3,
2y = —4y,
de unde rezulta (x,y) = (—1,0). Functia f este monogena doar in punctul

(z,y) = (—1,0). Derivata in acest punct este

ou .0
F(=1,0) = 52(=1,0) +55-(~1,0) = —1,

Definitia 3.2 Fie D C R? o multime deschisa si v : D — R astfel
incat v € C?(D). Functia u se numeste armonicid pe multimea D daca
este indeplinita conditia

0% 0%u
@(l‘ay) + @(%?/) =0, (x,y)eD.

Teorema 3.4 Fie D C C un domeniu st f : D — C, f = u+ jv. Dacad
u € C%(D) siv € C*(D) iar functia f este olomorfd pe domeniul D, atunci

functiile u si v sunt armonice pe mulfimea D.
Exemplul 3.1 Se considera functia
u:R?* =5 R, wu(z,y)=ecosy.

S# se arate ci unctia u este armonica pe multimea R2.

Solutie.
Observam ca pentru orice (x,y) € R? avem
ou 0%u
%(l’,y) :emcosy, W(xay) :emcosy,
ou 0%u

—(z,y) = —€®siny, ——(x,y) = —e*cosy,
8y( Y) Y 8y2( Y) y
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si mai departe ca

0% 0%
@(%y) + TyQ(IE,y) =0, (z,y)€R%.

In concluzie functia u este armonica.

Teorema 3.5 Fie D C C un domeniu si v : D — R, o funciie armonica
pe domeniul D. Atunci exista v : D — R astfel incat functia f : D — C,
f =u+ juv este olomorfi pe multimea D. In plus, dacd (xo,y0) € D,

Y

T ou ou
v(z,y) = — — (¢, yo)dt + — (=, t)dt.
e == [ Grtwars [T

Demonstratie. Cautam o functie v : D — R, pentru care sunt adevarate

conditiile Cauchy-Riemann:

ou ov
875(3(‘%7 y) - Fy(ly y)a
(3.4)
ou ov
Diferentiala functiei v este
ov ov
dU(ZL’, y) - %(IE, y)dl’ + @(xa y)dyv
iar din relatiile (3.4) rezulta ca
ou ou

Deoarece u este o functie armonica, este adevarata egalitatea
0 0 a (0
9 (Lowy_ 9 (0w (56)
oy oy Ox \ Ox

In concluzie, in relatia (3.5) avem o diferentiala totala exacta. Functia v se
obtine integrand diferentiala sa, pe un drum convenabil, integrala curbilinie

obtinuta fiind independentad de drum.



Note de Seminar 292

Fie My(zo,y0) € D un punct fix si M (z,y) € D un punct arbitrar. Alegand

un drum paralel cu axele de coordonate:
MO(J"OvyO) — Ml(xuyO) — M(Jj, y)7

obtinem

* ou Y ou
v(z,y) = —/wo ay(t,yo)dtJr/y 5, (@ tdt. O

0
Teorema 3.6 Fie D C C un domeniu st v : D — R, o funclie armonica
pe domeniul D. Atunci existd u : D — R astfel incat functia f : D — C,
f =u+ jv este olomorfa pe multimea D. In plus, daca (xg,y0) € D,

T ov Y ov
ueag) = [ Goten— [
20 OV " ox

Exercitiul 3.2 Se considerd functia u : R? — R, u(x,y) = e®cosy. Si se

determine functia v astfel incat f = u + jv sa fie olomorfa si f(0) = 1.

Solutie.
Observam ca pentru orice (x,y) € R? avem
0 0?
8—Z($, y) = e® cosy, 8—;;(37, y) = e® cosy,
ou 0%u

—(z,y) = —€"siny, —(x,y) = —e®cosy,
Sy = ~€siny, () = ¢ cosy

si mai departe ca
0%u 0u 9
@(x’y)jLaT/?(x’y):O’ (z,y) € R

In concluzie functia u este armonicd, deci existd v : R? — R astfel incat
functia
f:C—>C, f=u+jv,

este olomorfa pe multimea C.

Din conditiile Cauchy-Riemann

ou ov
%(xvy) - aiy(a%y)a

(3.7)
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rezulta
@(a: ) = e”sin
ax 7y - y?
5 (3.8)
—U(x, y) = e cosy.
dy

Metoda I. Integram prima relatie din (3.14) in raport cu x si obtinem
v(z,y) = e siny + p(y). (3.9)

Derivam relatia (3.15) in raport cu y si obtinem
v
a*y(% y) = e"cosy + ¢'(y). (3.10)

Folosind cea de a doua relatie din (3.14) si (3.16), rezulta ca ¢'(y) = 0, deci
o(y) = ¢ € R. Consideram familia de functii f: C — C,

f(z,y) =e"cosy + je*siny + je, ce€R.

Oricare dintre functiile acestei familii este olomorfa gi are ca parte reala
functia u. Din conditia f(0) = 1 obtinem ¢ = 0. In concluzie, solutia unic

a problemei este f: C — C,

flx,y) = e*(cosy + jsiny). (3.11)

Functia (3.20) este olomorfa, are partea reala Re f = u si satisface conditia
f(0) = 1. Pentru a o scrie functia f cu ajutorul variabilei z, in relatia (3.20)

facem trecerea

x =z,
y —0,
si obtinem f(z) = e*.
Metoda II.
Conform relatiilor (3.14) diferentiala functiei v este
ov v
dv(z,y) = 5 (z,y)dz + 5~ (2, y)dy =
Y (3.12)
e’ sinydx + e cos ydy.

Observam ca in relatia (3.19) avem o diferentiala totala exacta, deci,
functia v se obtine integrand diferentiala sa, pe un drum convenabil ales,

integrala nedepinzand de drum.
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Consideram My (zo, o) € R? un punct fix si M(x,y) € R? un punct

arbitrar. Alegand un drum paralel cu axele de coordonate:
Mo(wo,y0) = Mi(z,90) = M(x,y),

obtinem

x y
v(m,y):/ e' sin dt—|—/ e’ cost dt.
X

0 Yo

Relatia de mai sus este echivalenta cu
v(z,y) = € siny — e*° sin yp.

Cum My (o, o) poate fi orice punct din R?, rezulta ci v(x,y) = e*siny+C,
unde C este o constant arbitrari reald. In acest moment reluim rationamentul

din metoda precedenta. Singura functie din familia
f(x,y) =e®cosy + je*siny + je, c€R
pentru care f(0) = 1 este
f(z,y) =e®cosy + je" siny.
Prin procedeul de mai sus obtinem f(z) = e®.

3.1 Exercitii rezolvate

Exercitiul 3.3 Sa se studieze limita in origine a functiei f : C* — C data

prin

Solutie. Notam f = u + jv. Observam ca

Ty

PR (z,y) € (RQ)*

u(a;,y) -

si
v(w,y) =2z, (7,y)€ (Rz)*'

Consideram doud siruri din (R?)", ((z},92))n, ((#2,92)), definite prin

1
bt = (0.1), e
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si

11
(xi,y%)z(,), n € N*

n'n
Cele doua siruri au aceesi limita si anume (0,0). Deoarece

1
u(ehgh) =0, i uGad) =1 ner,

rezulta ca nu existd limita in origine a functiei u si mai departe ca nu exista
limita in origine a functiei f.
Exercitiul 3.4 Sa se studieze olomorfia functiei

f:C—=C, f(z)==z

Solutie. Observam ca

f(SC,y):IE*]y, (l’,y)ERQ.
Notand v = Re f si v =Im f, gasim
u(z,y) =z,
U(IE?y) =Y.

Sistemul conditiilor Cauchy-Riemann este

ou ov
%(x,y) - 87y(x7y)’

Derivatele partiale ale functiilor w gi v sunt

ou ov
e =1 Flew) =1,

ou ov

@(m,y) =0, %(:v,y) = 0.

Rezulta ca functia f nu este monogena in nici un punct.
Exercitiul 3.5 Sa se determine punctele in care functia
f:C\{(z,y) eC |z =0},
1 .
J(2) = 3 In(a® + y) + jarctg *,

satisface conditiile Cauchy-Riemann.
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Solutie. Notand u = Re f si v = Im f, gasim

1
u(a,y) = 5 In(a? + ),

v(x,y) = arctg Ly
x

Sistemul conditiilor Cauchy-Riemann este

( Ou( ) x
e y) =
ov 1 T
7((E,y)_ = = )
dy e
au( ) y
- @, = )
oy YT
@( y) = .
ox "’ 1+%§ 2 + 92

Rezulta ca functia f este monogena in orice punct din
C\{(z,y) €eC|z =0}

Fie z9 = zo + jyo € C\ {(z,y) € C | x = 0}. Derivata functiei f in punctul

2o este

ou ov

f(wo,y0) = %(x()ay()) +j%(9507y0) =

__fo W
xg+ys gt

Exercitiul 3.6 Fie (a,b,c,d) € R*. Si se determine punctele in care functia
f:C—C,

f(2) =2* +azy +by® + j(ca® + day +9°), z=z+jy

este monogena.
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Solutie. Notand u = Re f si v = Im f, gasim
u(z,y) = 22 + axy + by?,

v(z,y) = cx® + doy + 2.

Sistemul conditiilor Cauchy-Riemann este

Derivatele partiale ale functiilor » si v sunt

ou @

(.'If,y) =2r + ay, (.CL‘, y) =dz + 2y7

Ox oy
ou ov
By (x,y) = ax + 2by, o (x,y) cx + dy

Sistemul conditiilor Cauchy-Riemann este echivalent cu
2z 4+ ay = dx + 2y,

azr + 2by = —(2cx + dy)
si mai departe cu
x(d—2)+y(2—a) =0,

z(a + 2¢) + y(d + 2b) = 0.

Determinantul sistemului de mai sus este

d—2 2—a
A= .
a+2c d+2b

Daca A # 0 atunci singurul punct in care functia f satisface sistemul

conditiilor Cauchy-Riemann, este (0,0).
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Daca A = 0 iar rangul matricei

d—2 2—a

a+2c d+2b

este 1 atunci sistemul liniar de mai sus este compatibil simplu nedeterminat

si are o infinitate de solutii, functia fiind monogena in oricare dintre acestea.

Dacad=2, a=2, c=—1, b= —1, functia f este monogena in orice punct

din C, deci olomorfa pe multimea C.
Exercitiul 3.7 Se considera functia
v:R* =R, wv(z,y)=e"siny.

S# se arate ci functia v este armonica pe multimea R?.

Solutie.
Observam ci pentru orice (x,y) € R? avem
0 0?
8%(96, y) = e siny, 872(3:, y) = e”siny,
ov . 0%*v . .
—(z,y) = e’ cosy, ——=(z,y) = —e"siny,
S) 5T

si mai departe ca

0% 0?2

v
@(Cﬂay) + 37/2(1?»@/) =0, (z,y)€R%.

In concluzie functia v este armonica.

Exercitiul 3.8 Se considera functia

v (Rz)* =R, v(z,y)=y— R

Sa se determine functia u astfel incat f = u+ jv sa fie olomorfa si f(1) = 0.

Solutie.

* Y
v (RQ) - R, v(r,y)=y-— PN
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Observam ca pentru orice (z,y) € (]RQ)* derivatele de ordinul intai ale

functiei v sunt

80( ) 2zy
ry) = — 229
9z Y T
@(xy):1—w2+y2_y'2y: yoe
oy (2% +y?)? (% +y2)%
Mai departe, pentru orice (z,y) € (R2)* derivatele de ordinul doi ale functiei
v sunt
8211( =2 (22 4+ 922 —x-2(2? +4?) -2z
Z ) =
om2 Y Yy (22 + y2)°
2?2 +y? — 422 0 y? — 32?2
=2y )
(22 + 42)3 (22 + y2)3
iar
9%v 2y(z® +y*)* — (y* —2°) - 2(2” + ) - 2y
(@ y) = 2 .2\4 =
dy (% +y?)
9 x2+y2—2y2+2x2 3:62—]/2
Yy =2y .
(% +y?)? (% +y?)?

In concluzie
0% 0%v 9
@(xvy)+aiy2(x7y):07 ({L‘,y)E (R )

*

Rezulta ca functia v este armonica, deci exista u : (RQ)* — R astfel incat
functia
f:C—=C, f=u+jv,

este olomorfa pe multimea C*.

Din conditiile Cauchy-Riemann

(3.13)
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rezulta 5 ) )
U B Yyt —x
6 (‘T7y) - + (l'2+y2)2’
(3.14)
O ) = g
oy T T @ )2

Metoda I. Integram a doua relatie din (3.14) in raport cu y si obtinem

u(z,y) + o(x). (3.15)

o
22 4 y2
Derivam relatia (3.15) in raport cu z gi obtinem

Ou gy Y a2
’ (x2—|—y2)2

/ _

. (3.16)
Folosind prima relatie din (3.14) si (3.16), rezulta ca ¢'(z) = 1, deci
px)=xz+c ceR.

Rezulta

u(x,y) = +x+ec. (3.17)

2 + 12

Consideram familia de functii f : C* — C,

c e R.

flz,y) +x+c+j<y

__ ¥
$2+y2 ’

Oricare dintre functiile acestei familii este olomorfa gi are ca parte imaginara

. X
_$2+y2

functia v. Din conditia f(1) = 0 obtinem
1+14c+j-0=0

deci
c=—2.
In concluzie, solutia unica a problemei este,
f:C"=C, f(x,y) =
(3.18)

iz 24 i
—— +x— - .
2+ 2 J\Y 242
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Functia (3.18) este olomorfa, are partea imaginara Im f = v si f(1) = 0.
Pentru a o scrie functia f cu ajutorul variabilei z, in relatia (3.18) facem

trecerea
T — z,

y — 0,

si obtinem .
fz)==4+2-2, zeC".
z

Metoda II.

Conform relatiilor (3.14) diferentiala functiei v este

ou ou
du(z,y) = o= (z,y)dx + —(z,y)dy =

Ox oy
. . (3.19)
Y- —2xy
[1 T W] @ty

Observam ca in relatia (3.19) avem o diferentiald totala exacta, deci,
functia u se obtine integrand diferentiala sa, pe un drum convenabil ales,

integrala nedepinzand de drum.

Consideram My (xo,y0) € (RZ)* un punct fix gi M(x,y) € (RZ)* un

punct arbitrar. Alegdnd un drum paralel cu axele de coordonate:
Mo(wo,y0) — Mi(z,90) = M(x,y),
obtinem

T 2 2 Y
w(z,y :/ [1+} dt—x/ .
(#:3) z0 (2 +y3)? yo (% +1%)°

Relatia de mai sus este echivalenta cu

T+ yp — 20 T |y
u(z,y) =tl3 +/ dt + =
O Sey (24 15)? 2?2+ 2y,
S| T (—2t%) T |
t12 +/ dt+/ dt + =
a4 Y v (% +y3)? 22 4 12y,
Y

HIE 4 L +/z (~2t%) dt 4+ —=
—arctg — —
Ty Yoloy  Juo (824 43)? z2 412y,
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Pe de alta parte avem

T —2t2 x 1 /
[ A [
To (t +y0) o t +y0

T = q P @
m wo—/xo t2+y§ dt:t2+y8 mo—y—oarctg%xo
Obtinem
u(z,y) =
1 tF T (=2t Ty
t\%ﬂ—%arctg ?J()g;0+/q;0 (t<2+y(2)>)2 dt + 22112 " =
t\ﬁo—i-iarctgix —l—% ’ —iarctg tr —i—%y =
Yo Yooy t*FY5ly, YO Yol T2+ 14y,
thet oo ) +%y -
t° + yg v T + 41y,
x x x xo

+ T+ - —T0T 5 o T
22 4 92 2 +yt 2?2+l z3 + y}
——5 +x+C.

z? + y?
Deoarece My(xo,yo) poate fi orice punct din (RQ)*, rezulta ca C este o con-
stantd arbitrard reals. In acest moment reluim rationamentul din metoda
precedenta.

Consideram familia de functii f : C* — C,
x , Y
Y) = -, cR.
fe) = s ve e (vt
Oricare dintre functiile acestei familii este olomorfa si are ca parte imaginara
functia v. Din conditia f(1) = 0 obtinem
1+14+c+j-0=0

deci
c= -2
In concluzie, solutia unica a problemei este,
f:C=C, flzy) =
(3.20)
S +rz—-2+j|y— -
372 + y2 372 + y2 :
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Functia (3.20) este olomorfa, are partea imaginara Im f = v si f(1) = 0.

Pentru a o scrie functia f cu ajutorul variabilei z, in relatia (3.20) facem

trecerea
T — 2z,
y — 0,
si obtinem )
f(z):;+z—2, z e C".
Metoda III.
ou Ov
f/(Z) = %(wvy) +.787x($7y) =
ov Ov
afy(w, y)+ig (2,y) = (3.21)
n y? — 22 iy 2xy
J .
(22 + y2)2 (22 + 2)2
Facem trecerea
T — z,
y—0,
si obtinem .
flz)=1- 2 ? e C.
Rezulta

1
f(z):z—i-;—i—c, z e C".

Din relatia f(1) = 0 obtinem 1+ 1 + ¢ = 0 si mai departe ¢ = —2.
1
f(z)=2z+-—-2, zeC"
z



Note de Seminar 34

4 Puncte ordinare, puncte singulare

Definitia 4.1
Fie D € C un domeniusi f: D — C.

(1) Un punct a € D se numeste punct ordinar pentru functia f daca exista

r > 0 astfel incat functia f este olomorfa pe discul deschis A(a, 7).

(2) Un punct a € C se numeste punct singular pentru functia f daca
pentru orice r > 0, discul A(a,r) contine puncte in care functia f sau

nu este monogena sau nu este definita.

Definitia 4.2 Fie D C C un domeniu si o functie f : D — C. Un punct
singular a € C se numegte punct singular izolat pentru funtia f, daca exista
r > 0 astfel incat in discul deschis A(a, ) nu mai exista alte puncte singulare

ale lui f in afara de a.

Definitia 4.3 Fie D C C un domeniu, f: D — C, a € C un punct singular
pentru functia f si n € N*. Punctul a se numeste pol de ordinul n pentru
functia f , daca f este de forma

o(2)
(z—a)™’
in care ¢ : D U{a} — C este o functie pentru care a este punct ordinar si

¢(a) # 0.

fz) = z € D\ {a},

Definitia 4.4 Fie D C C un domeniu, a € Csi f: D\ {a} — C o functie
pentru care a este punct singular izolat.
Spunem ca punctul a este punct singular esential pentru functia f daca nu

exista lim f(z).
z—a

Definitia 4.5 Fie D C C un domeniu, f: D — Csi a € C un punct singu-
lar izolat pentru functia f. Punctul a se numeste punct singular removabil

pentru functia f (sau eliminabil sau aparent) daca exista lim f(z) € C.
zZ—a
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Exemplul 4.1 Sa se studieze singularitatile din multimea C in cazul functiilor

urmatoare

(1) f(z)=2223+32+1
z—23
z(z+7)3(2%2 +9)?

(2) f(2) =

() 1z) ="
!
(6) 1(z) = ez

(1) Functia nu are puncte singulare. Toate punctele din C sunt ordinare

pentru functia f deci functia este olomorfa pe multimea C.

(2) Punctele singulare ale functiei f sunt 0, —j, 3j, —3j. Punctul z = 0
este pol simplu, punctul z = —j este pol triplu iar punctele z = +3j sunt

poli dubli.

Toate punctele din multimea
sunt ordinare, functia f fiind olomorfd pe multimea

(3) Punctele singulare ale functiei f sunt —1, —j. Punctul z = —1 este pol
simplu, iar punctul z = —j este de asemenea pol simplu. Toate punctele din
multimea

(C\{_17 _]}

sunt ordinare, functia f fiind olomorfa pe multimea

C\ {_17 _]}
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(4) Functia nu are puncte singulare. Toate punctele din C sunt ordinare

pentru functia f deci functia este olomorfa pe multimea C.

(5) Functia are ca punct singular z = 0. Toate punctele din multimea C\ {0}

sunt ordinare, functia f fiind olomorfa pe multimea C \ {0}. Deoarece

. sinz
lim =1
z—0 Zz

rezultd ca z = 0 este punct singular removabil pentru functia f.

(6) Punctul z = 0 este punct singular izolat pentru functia

Pe de alta parte

f(z) = et +y° <cos — —

Observam ca

x
Re f = u(l‘,y) = 61'2 + y2 cos 22 4 y2
_r
Im f=v(z,y) = e+ 12 §in 242
Rezulta ca .
lim u (,0) = lime ™" =0
n—00 n n—00

iar
n—oo n—oo

1
lim u <,O> = lim e" = co.
n

Deoarece nu exista  lim  u(z,y), rezulta cad nu exista lim f(z) si mai
(m,y)—>(0,0) z—0
departe ca punctul z = 0 este punct singular esential pentru functia f.
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4.1 Punctul de la infinit

Functia
1
P:Cr—=C* Y(z)=-
z
este o bijectie. Prelungim aceasta functie atagsand lui z = 0 un punct unic
care se noteaza oo si se numeste punctul de la infinit. Multimea CU {0} se

numeste planul complex extins gi se noteaza uneori cu (z).

Punctul z = oo este punct ordinar (respectiv singular) pentru o functie f

daca punctul z = 0 este punct ordinar (respectiv singular de aceeasi natura)

pentru functia g(z) = f <i>



Note de Seminar 38

5 Functii elementare
5.1 Functia polinom

Definitia 5.1 Fie n € N. Se numeste functie polinom de gradul n, o functie
f:C—=C,

f(2) = an2" + an12"" 4+ .+ a1z + ag,

unde ag € C pentru k =0,1,...,n si a,, # 0.
Teorema 5.1 Funciia polinom este olomorfa pe multimea C.

5.2 Functia rationala

Definitia 5.2 Fie (n,m) € N2, Se numeste functie rationald, o functie
f:D—C,
() = anz"™ + ap12""1+ ...+ a1z + ao

by 2™ + by—12m L 4+ .+ bz 4+ by’
unde a € C pentruk =0,1,....,n si a, #0, b € C pentru k=0,1,....,m
si by, # 0, iar

D=C\{zeC|Q(z) =0}

(Am notat Q(2) = by 2™ + byp—12™ + ... + b1z + by).

Teorema 5.2 Functia rationald este olomorfa pe domeniul de definitie al

acesteia.

5.3 Functia exponentiala

Definitia 5.3 Functia exponentiala se noteaza
f(z) =
si este definita astfel
f(z) =€®(cos y+jsin y), z==x+ jyeC.

Teorema 5.3 Functia exponentiald este olomorfa pe mullimea C, este pe-

riodicd de perioadd 2mj si are derivata f'(z) = e*, z € C.
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Propozitia 5.1 Functia exponentiala f(z) = e* are urmatoarele proprietati:

(V(Zl, 22) S C2) (ezleZQ — €Z1+22)

(Vz € C) (ez = 1)

e
(V(21, 22) € C?) <Zz _ ezl—z2>
(Ym € Z)(Vz € C) ((e*)™ = ™).
Demonstratie.
efle?? =

e®t(cos y1 + jsin y1) - €*2(cos yo + jsin yo) =

e" T2 [cos (y1 + y2) + jsin (y1 + y2)] = ¥ 72,

Exercitiul 5.1 Sa se rezolve ecuatia

6;:1, z # 0.

Avem . ) ) ’
(z) r? —y* — 2jzy
6Z2 :€|Z’4 = e ($2+y2)2 =

x2_y2 ) )
IEQ—yQ ] )
(12 1 12)2 2z . 2z

Deci ecuatia
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este echivalenta cu

2?2 — 2

22y
s =2k keZ*
(22 1 42)2 T REL,

unde (z,y) # (0,0). Obtinem
2 —y?* =0

2zy

= _okn, kel
(22 + 42)2 7T

si mai departe
T = *ty

Yy *

In cazul in care z = y, din a doua ecuatie rezultd k € N* i 22

Deci
xzyzi(%)il, k € N*

iar
-1
Zk:ﬂ:<\/4]€ﬂ'> (1+]), kGN*
In cazul in care = —y, din a doua ecuatie rezultd k € Z* si —a?
Deci

-1
T = —yzi(x/—éllm) , keZ*
iar )
o=+ (\/—4k7r> (1—3), keZ.
5.4 Functiile trigonometrice sinus si cosinus

Definitia 5.4 Functia sinus se noteaza

f(z) =sin z

si este definita astfel
ejz _ e—jz

sin:C —-C, sin z= .
2j

40

= (4km)~ L

= (4km)~ L.
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Definitia 5.5 Functia cosinus se noteaza
f(z) =cos z

si este definita astfel

el? eIz

cos:C—C, cosz= 7

Teorema 5.4 Functiile sinus $i cosinus sunt olomorfe pe multimea C si

sunt adevarate egalitatile
(sin z)’ =cos z, (cos z)) = —sin z, z¢€C.
Observatia 5.1 Consideram z € C dat prin forma trigonometrica
z = r(cosp + jsiny).
Numaérul complex z poate fi scris sub forma
2z =rel?.
In particular (pentru |z| = r = 1) avem

cos @ + jsinp = e¥.

Observatia 5.2 Fie (x9,%0) € R?, 20 = 20 + jyo si 7 > 0. Atunci
M(z) € C((xo,y0);7) < |z — 20| =17 <=
z=2zp+r(cosp+jsing), ¢e€l0,2n) <=
z=zy+rel?, pel0,2m).
Exemplul 5.1 Sa se rezolve in multimea numerelor complexe ecuatia
sin z = 10. (5.1)

Solutie. Ecuatia devine
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ultima egalitate putand fi rescrisa sub forma
e —e I~ 205 =0
si mai departe sub forma
e*7 —20je7* —1 =0 (5.2)
Notam e/ = u. Din relatia (5.2) obtinem ecuatia
uw? —20ju—1=0

care are solutiile
ur2 = (10 £ v99)7.

Relatia e/* = (10 + 1/99)j este echivalents cu relatia
e Y(cos x + jsin x) = (10 4+ v/99)j.
Obtinem sistemul
e Ycos x=0

e Ysin x =10+ /99
Din cea de a doua ecuatie rezulta ca sin = > 0. Deoarece, din prima ecuatie,
cos ¢ = 0 rezulta ca sin x = 1 gi mai departe ca = = g + 2km, k € Z. De
asemenea, din cea de a doua ecuatie, gisim y = In(10 — v/99). Am obtinut

o prima familie de solutii si anume

o = g + 2km + jIn(10 — V99), k€ Z.
In mod analog, din relatia e/ = (10 — v/99)7, gisim

o= g +2km + jIn(10 +V99), k€ Z.
Observam putem scrie familia tuturor solutiilor sub forma

zk:g+2k7rj:jln(10+\/®), k€ Z.

Exercitiul 5.2 Sa se arate ca urmatoarele egalitati sunt adevarate:

cos’z+sin’z=1, zeC;

cos(z1 + 29) = cos 21 cos 29 — sin 2y sin z9, (21, 22) € C2.
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Solutie.

cos? z +sin? z =

ejz_i_esz 2 ejz_esz 2
(=) () -

(%% 4 e 2% 42— V% — ¥ 1 2) = 1.

-

Pentru orice (21, z2) € C? avem

el (z1+22) 4 e—j(21 +22)
2

cos(z1 + 22) =
Pe de alta parte
COS 21 COS z9 — Sin z1 sin z9 =

eI 4 emIA gi72 4 pmi%2 eJ? _ emin iz _ g%
2 2 27 27

1 (ej(zlJrZz) 4 ellz2—=1) 4 pi(zi—22) | —j(z1tz2) 4
4

piE+m) _ ilza=n1) _ i(m—z) | eﬁ(zﬁzz)) =

eJ(z1t72) + e—J(z1+22)
2

Exercitiul 5.3 Sa se determine domeniul maxim de definitie al functiei

f(z) =tg z.

Solutie. Evident

tg: C\{z € Clcosz=0} = C.

Avem ) .
el* 4 7%
cos z:O@fzoﬁ
P pe P =0c= X 41 =0« ¥ = -1

e~ 2yt — | ef2y(COS 2z + jsin 21‘) =-L
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Obtinem

Deci
™
tg.C\{z€C|z:(2k+1)§}—>C.

5.5 Functia radical in planul complex

Definitia 5.6 Fie A C C o multime nevida. Se numeste functie multivoca
(sau multiforma) definita pe multimea A, o aplicatie care asociaza unui

numar complex z € A o multime de valori din C.

Observatia 5.3 O functie f : A — C, care asociazad unui numar complex

z € A o valoare unica f(z) € C se mai numeste functie univoca sau uniforma.

Definitia 5.7 Fien € N, n > 2 gi a € C. Se numeste functie radical in

planul complex, functia notata
f(z)=Vz—a

care asociaza unui numar complex z numerele complexe w pentru care z =

a+ w".

Teorema 5.5 Functia radical este o functie multivoca st are n ramuri care

sunt functii (univoce). Cele n ramuri sunt sunt f, : C\ T — C,

2k 2k
filz) = ¥r (cos*"z” +jsin ‘”n”) ,

unde

z—a=r(cosp + jsiny).

T este o semidreapta cu originea in punctul a.

Propozitia 5.2 Fien e N, n>2,a € C sik € {0,1,....,n — 1}. Ramura

fr a functiei
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este o functie olomorfa iar derivata acestei ramuri este

fi(2)

n(z—a)

fi(z) =
Exemplul 5.2 Sa se calculeze

/=22

considerandu-se pentru functia f(z) = /z ramura care satisface

fo(=1) = -1,

Solutie. Fie
=r(cosp + jsinp).
Ramurile functiei f sunt

2k 2k
kel 7T—Fjsini(p—{_ W),

) )
k=0,1,..4
Deoarece —1 = cosm + jsinm, relatia fr(—1) = —1 este echivalentd cu
egalitatea
T+ 2kw o om+2kw
COST +]SIHT =-1

si mai departe cu realatiile

7+ 2km
cos — = —1
5
2k
sin T g
5
2
Din % = 7 rezulta k = 2. Deoarece

—2—2j—\/§<cosT+jsinT>

rezulta ca

fo(—=2—25) = 1\[<C0820 + jsin 2210>



Note de Seminar 46

5.6 Functia logaritm in planul complex

Definitia 5.8 Se numeste functie logaritm in planul complex, functia no-
tatd f(z) = Ln z care asociaza unui numar complex z numerele complexe w

pentru care e = z.

Teorema 5.6 Funciia logaritm este o funclie multivocd cu o infinitate de

ramuri (determinari) si acestea sunt fr, : C\T — C

fu(z) =lnr +j(¢+ 2km), k€L, (5.3)

unde r $i @ au semnificatiile din forma trigonometrica a numdrului complex
z)

z =r(cosp + jsinp).

T este o semidreapta cu originea in punctul z = 0.

Observatia 5.4 Alegand k& = 0 in (5.3) obtinem
Lnjg z = fo(z) = Inr + jop. (5.4)
Functia definita in relatia (5.4) se numeste determinarea principala a functiei

f(z) =Ln z.

Propozitia 5.3 Fiek € Z. Ramura fi a functiei f(z) = Ln z este olomorfa

tar derivata acestei functii este

1
/ —
fi(2) = o
Exemplul 5.3 Sa se calculeze
Ln (1+37)

considerandu-se pentru functia f(z) = Ln z, ramura care satisface

fx(=3) =In3 + 7mj.
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Solutie. Fie
z =r(cosp + jsinp).

Ramurile functiei f sunt

fr(z) =lnr +j(¢ + 2km), keZ.

Deoarece —3 = 3(cos 7 + jsinm), relatia
fe(=3) =In3 4 7y
este echivalenta cu egalitatea
In3 + j(m+2km) =In3 + 7y
deci k = 3. Deoarece

1+j:\/§(cos£+jsing>

rezulta ca
25T .

f3(1 +j):1n\/§+7].

Exemplul 5.4 Sa se rezolve in multimea numerelor complexe ecuatia

sinz — cosz = J. (5.5)
Solutie. Ecuatia devine

el? —eTIF @I eI

2 2
ultima egalitate putand fi rescrisa sub forma
(1 —j) —e*(1+75) = —2. (5.6)

Notam e/ = u. Din relatia (5.6) obtinem ecuatia
w?(1—j)+2u—(1+45)=0

care are solutiile

Ui = %(—1 +V3)(1+ j).
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Din
e/ = % (~1+v3) (1 +))

1
rezultd ca jz = Ln [2 (—1+\/§) (1+j)] si mai departe ca
JO 1(—1+\/§)J§ +j(z+2lm> -
j 2 4
T V3-1
=T okr — 1 Z
4+ km —j1n 75 k e
iar din .
Jjz — Z (1 _ ;
e 2( 1-v3) (14)

(—1 - \/5) (1 +j)} si mai departe ca

sz;[ln<; (1+\/§)\/§>+j<52+2k7r>] -

57 V3+1
= — +2k7m —71ln .
J 7

DN | =

rezulta jz = Ln [

4

5.7 Functia putere in planul complex

Fie o € C. Vom defini functia
f(z) = 2%
Distingem urmatoarele cazuri

1) Dacd a € N atunci functia f : C — C, f(z) = 2%, este o functie
(1)

polinom.

(2) Daca a € Z\ N* atunci functia f : C* — C, f(z) = 22, este o functie
rationala.
1
(3) Daca a = — cu p € N*\ {1}, functia f(z) = 2 este functia radical
p

f(z) = ¥z definita anterior, deci este o functie multivocd avand p

ramuri.
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(4) Fiea € C\ R sau o € R\ Q. Functia f(z) = z* asociaza unui numar

z € C* numerele complexe w pentru care

w= 2% = eaan.

Exemplul 5.5 Si se calculeze j7.

, T .7 .
Deoarece j = cos 5 + jsin 5 rezulta ca

T
. o —— —2km
=i — ¢ 2 , keEZ
Exercitii rezolvate.
Exercitiul 5.4 Sa se rezolve ecuatia
1-35
tgz = .
gz 5
Solutie. Obtinem
eIz — e I7 2 1-3j
2j el fe-iz 5

5 (ejz — e_jz) =(j+3) (ejz + e_jz) =
(2 —j) +e (-8 —j) =0 =
2 —j)+ (-8 —j) =0 =

62jz 8+ ]

pie _ BH)@+])

25z __ .
<= =342 —
411 c 2

1
— —In(3+2j) e
z 2jn(+J)

1 2
i= 5 [ln\/Q +4+7 <arctg3 + 2/<:7r>} =
J

DN |

9 .
z = (arctg + 2k7r> 7 In 13.

3 4
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Exercitiul 5.5 Se considera o functie olomorfa

f(2) = ulz,y) + jo(z,y).

Si se determine functia f stiind c& exista o functie F' € C?(R) astfel incat

u(w,y) +o(ey) = F (),

T

f) =0, fle)=1-j.
Solutie. Notam
w(z,y) = u(x,y) +o(z,y).
Deoarece f este olomorfa rezulta ca

0w 0w
W(az,y) + Tyg(:vay) =0.

Derivatele partiale de ordinul intai ale functiei w sunt

o= () (%)

gl;(fv,y)zF' (g) .

X T

Derivatele partiale de ordinul doi ale functiei w sunt

Pean (1) Lo (). 2

a2 z) 23
8w n(Y 1
aiyg(xay)_F (;) 2
Relatia
0w 0w

w(@“,y) + w(%w =0

este echivalenta cu
2

1 2
Fr(2) 5 (1+5)+F (2) 5 =0
x/) x? x? x/) a3
si mai departe cu
2
2
(%) (mg) wr (L) 2o,

x x x) =z

Facem notatia
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Rezulta
F"(t)- (1+8) + F'(t)- 2t =0,

mai departe

[F'(1)- (1+¢%)) =0,
apoi

F'(t)- (1+8) =C4
si in final

F(t) = Cy arctg t + Ch.

Cu notatiile de mai sus avem

F <g> =C1 arctgg + Cy
x x
si mai departe
u(z,y) +v(z,y) = C1 arctg% + Ca.

Derivam relatia de mai sus in raport cu z si cu y si obtinem

ou v B Cry

e
ou v Ciz
@(I’y) + a*y(%?J) R
Folosind conditiile Cauchy-Riemann deducem
O ey) ~ Pay) =~
oz Y T ey Y T T e
ou ou Ciz
%(%y) + @($’y) R
Rezulta
ey = 2L O
oz Y = 2 +y2 2
S ey = ot
dy Y a4y 27
Deoarece

£ = P y) + oo (ay) =

ou Ou
%(ZE,Z/) - @(wvy) -

r—y—jlzty) G

x? 4+ y? 27
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rezulta o
/ _ Yl
)=t )
si mai departe
C
flz) = 71(1 — j)Lnz + Cs.

Din f(1) = 0 rezults C3 = 0 iar din f(e) = 1—j rezultd C; = 2. In concluzie

f(z) = (1 —j)Lnz.

Am considerat determinarea principala a functiei f(z) = Lnz.
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6 Integrala Curbilinie

Definitia 6.1 Fie D C C un domeniu, f : D — C o functie continua si

Vi 2(t) = a(t) + jy(t), ¢ € [ab]

o curba neteda, inclusd in domeniul D. Se numegte integrala curbilinie a

functiei f de-alungul curbei v, numarul complex notat f7 f(2)dz definit prin

Af(z)dz = /abf(z(t))z’(t)dt,

Propozitia 6.1 Fie D C C un domeniu, f: D — C o functie continua gi

v oz(t) = x(t) + jy(t), t € [a,b]

o curba neteda (sau neteda pe portiuni) inclusa in domeniul D. Este adevaratd

[Yf(z)dz _

/u(x, y)dx —v(z,y)dy + j / v(z,y)dr + u(x,y)dy.
¥ ¥

egalitatea

(Am notat f(z) = u(z,y) + ju(z,y), z =z + jy).
Exercitiul 6.1 Sa se calculeze integrala

I:/zdz
¥

in care vy este patratul ABCD parcurs in sensul
A—-B—-C—D— A,

varfurile fiind: A(1+ j), B(—1+j), C(—1—j), D(1 — j).

Observam ca functia f(z) = Z este continua pe multimea C si ca este

adevarata egalitatea

I:/ zdz+/ zdz+/ zdz+/ zdz.
[AB] [BC] [CD] [DA]
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Ecuatiile parametrice ale celor patru segmente sunt
x(t) = —t
[AB] :
yit)=1, te[-1,1],

deci z(t) = —t+j iar 2/(t) = —1.

[BC] :
y(t)=—t, te[-1,1],

deci z(t) = —1— jt iar 2/(t) = —j.

[CD] :
y(t) =-1, te[-1,1],

deci z(t)=t—j iar2/(t) = 1.

[DA] :

deci z(t) =1+ jt iar 2/(t) = j.

Aplicand definitia integralei obtinem

I = / zZdz =
[AB]

1 +2 1
/ (ct—j)(-ndt=1| toj=09
-1 2 -1
I, = / zZdz =
(BC]
1 211
/ (1t j)(—fdi="1| +25=2j
-1 2 —1

o4
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Iy = / zdz =
[DA]

1

1 tQ
| a-ina=7

-1

T2=2

In concluzie I = Lh+L+ 13+ 1, =8j.

Propozitia 6.2 Fie D C C un domeniu, f st g doud functiic complexe con-
tinue pe multimea D, (v, B) € C? si~y o curbd netedd (sau netedd pe portiuni)

inclusa in domeniul D. Sunt adevarate urmatoarele propozitii:

1) / (@] (=) + Bo(2)) dz =a / F(2)dz + 8 / g(2)dz

Af(z)dz

(Am notat cu [() lungimea curbei 7 si

(2) < M (7).

M = sup|f(2)])-
zey

Observatia 6.1

Fie D C C un domeniu, f: D — C o functie continua si

v o2(t) = x(t) + jy(t), t € [a,b]

o curba neteda inclusa in domeniul D. Notam cu A si B punctele core-
spunzatoare numerelor complexe y(a) respectiv y(b) si cu v~ curba v par-

cursa 1n sens invers, de la B la A. Daca ¢ € (a,b) atunci

Yy=71U
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unde

m s () = 2(t) +5y(t), t € [a, ]

si
vo i z(t) = x(t) + jy(t), t € [e, b].

In Propozitia de mai jos utilizam notatiile din Observatia 6.1.
Propozitia 6.3 Fie D C C un domeniu, f : D — C o functie con-
tinua $i

v o2(t) =a(t) +jy(t), t € [a, ]

o curbd netedd inclusda in domeniul D. Sunt adevdarate urmdtoarele propozitii:

W) [ sep== [ spae
(2) [yf(z)dz = s f(z)dz+ /w f(z)dz.

Definitia 6.2 Numim domeniu simplu conex, un domeniu D cu propri-
etatea ca orice curba simpla si inchisa continuta in D delimiteaza un dome-

niu inclus in D.

Definitia 6.3 Fie p € N*. Numim domeniu multiplu conex, de ordin de
conexitate p + 1, un domeniu care are frontiera formata din p 4+ 1 curbe
inchise, Cy, C1, ..., C}, , astfel incat in interiorul curbei Cj sunt incluse toate

celelalte curbe, iar acestea din urma sunt situate fiecare in exteriorul celeilalte.

6.1 Teorema fundamentala a lui Cauchy

Teorema 6.1 (Teorema fundamentala a lui Cauchy pentru domenii
simplu conexe) Fie D C C un domeniu simplu conez, f : D — C o functie

olomorfa avand derivata continud si v o curba neteda, inchisa inclusa in

/7 f(2)dz = 0.

domeniul D. Atunci
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Corolarul 6.1 Fie D C C un domeniu simplu conex, f : D — C o functie
olomorfa avand derivata continuda. Consideram doud puncte A, B in dome-
niul D si doud arce de curba incluse in D avand extremitatile A, B. Notam
cele doud arce de curba vy, respectiv yo st presupunem cd acestea sunt par-
curse in sensul de la A la B. Atunci

(2)dz = [m f(z)dz.

71

Conventia 6.1
Fie D C C un domeniu, f : D — C o functie continua gi v o curba neteda,
inchisa, inclusa in domeniul D. Convenim ca sensul de parcurgere al curbei

~ considerat in cazul integralei curbilinii f7 f(2)dz, este cel trigonometric.

Exercitiul 6.2 Sa se calculeze integrala

I:%zdz, vty +2y=0.
v

Solutie. Metoda 1.

Avem
a2+ (y+1)2 =1

x(t) = cost
5 —
y(t) = =1 +sint, te0,2m)

v:z(t) = cost+ j(—1+sint), ¢ € [0,2m).
Pe de alta parte

2'(t) = —sint + jcost, te€|0,2m).
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Obtinem
1= fzdz =
gl
2
/ [cost + j(—1+sint)] [—sint + jcost] dt =
0
2
/ [—2sint cost + cost] di+
0
2m
j/ [cos2 t —sin?t + sin t] dt = 0.
0
Metoda II.

Conform teoremei fundamentale a lui Cauchy
1=0.

Exercitiul 6.3 Sa se calculeze integrala

I:j{zdz, v a2? +y? + 2y = 0.
¥
Solutie.

Avem
vt (y+1)2 =1+

x(t) = cost
v —
y(t) = —1+sint, te€0,2m)

v:z(t) =cost+ j(—1+sint), ¢ € ]0,2m).
Pe de alta parte

Z'(t) = —sint + jcost, te[0,2m).
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Obtinem

I:y{zdz:
v

2
/ [cost — j(—1+sint)] [—sint + jcost] dt =
0
2m
/ [—sintcost + sintcost — cost] dt+
0
2m
j/ [cos® t + sin® ¢ — sint] dt = 2.
0
Nu putem aplica teorema fundamentala a lui Cauchy deoarece functia nu

este monogena in nici un punct.

Teorema 6.2 (Teorema fundamentala a lui Cauchy pentru domenii
multiplu conexe) Fie D C C un domeniu multiplu conex avand ordinul
de conexitate p+ 1, Cy fiind curba exterioard iar Co, Ch, ..., C) fiind curbele
din interiorul curbei Cy. Daca f : D — C este o functie olomorfa avand

derivata continud, atunci

f(2)dz =

Co
f(z)dz+ f(z)dz+ ...+ / f(z)dz.
Cy Cy Cp

Exemplul 6.1 Sa se calculeze integrala

1
1—/| dz, Re (0,400)\ {1}.

z|=R 2’2 + 1

Daca R < 1 atunci, conform Teoremei fundamentale a lui Cauchy pentru

domenii simplu conexe, I = 0.

Daca R > 1, consideram p > 0 astfel incat

p <min{l, R—1}
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si cercurile

M z—j=pet, tel0,2m)

Yo: z+j=pet, tel0,2m).

Notam cu «y cercul dat prin ecuatia |z| = R. Conform Teoremei fundamen-

tale a lui Cauchy pentru domenii triplu conexe

1 1 1
I:/ 5 dz:/ 5 dz+/ 5 dz.
N Z +1 m ? +1 ya 2 +1

Observam ca

i ca

1 1 1 1
Rl - -dz — — - dz
yo ? —I—l 2] o 2] 2] Jy, 2+

Folosind egalitatile
1 1
/ -dz =0, / -dz =0
mZt] 2 %]

si calculand integralele

1 27 - gt
/ .dz:/ p]‘j.t dt = 2§
’ylz_j 0 pe

1 dz = u pjejt dt = 27j
z4+5 eit v =
v 21 o P

1 1
rezulta I= — 27j — — 27w5 = 0.
2j 2j

6.2 Formula integrala a lui Cauchy

Teorema 6.3 (Formula integrala a lui Cauchy) Fie D C C un domeniu
simplu conex, f : D — C o functie olomorfa avand derivata continud si
~v o curbd netedd, inchisd inclusd in domeniul D. Notam cu A domeniul
delimitat de curba . Atunci, pentru orice a € A,

L [ f&) .

27r] z—a

fla) =
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Teorema 6.4 (Formula integrald a lui Cauchy generalizata)
Fie D C C un domeniu simplu conez, f: D — C o functie olomorfa avand
derivate continue de orice ordin si vy o curba neteda, inchisa inclusa in

domeniul D. Notam cu A domeniul delimitat de curba ~v. Atunci, pentru

T2y ) (z—a) T

orice a € A, n € N*,

Exercitiul 6.4 Sa se calculeze integralele

e? 1
1) I = % ——d : = -
( ) 1 Cl Z(l —Z)S Z7 Cl ‘Z| 4

e” 1
2) Ib= ——=d Cy: |z—1] =
(2) I 7%22(1_2)3 z, bt |z —1] 1
eZ
3) Is = —d Cs: =2
(3) I3 ]{ng(l_z)g z, Cz: |z
Solutie.
I = Md — 277 (0) = 274
1=, des mjf1(0) = 27,
1
eZ
unde fl( ): (1_2)3
e: 2mj ,
b= ‘?{CQ Goph = ) =T,
unde fa(z) = —

Is=1+ 1 :7Tj(2*6).
6.3 Exercitii rezolvate
Exercitiul 6.5 Folosind definitia sa se calculeze integrala

I:/zdz
¥

in care 7y este trapezul ABCD parcurs in sensul
A—-B—-C—D— A,

varfurile fiind: A(1,1), B(2,3), C(2,0), D(1,0).
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Observam ca functia f(z) = z este continua pe multimea C si ca este

adevarata egalitatea

I:/ zdz+/ zdz+/ zdz~|—/ zdz.
[AB] [BC] [CD] [DA]

Ecuatiile parametrice ale celor patru segmente sunt

a(t) =1+t
[AB] :
y(t)=1-+2t, telo,1],

deci z(t) =1+t+j(1+2t) iar 2/(t) =1+ 25.
deci z(t) =2 — jt iar 2/(t) = —j.
deci z(t) = —t iar 2/(t) = —1.

z(t) =1
[DA] : {
J

deci z(t) =1+ jt iar 2/(t) = j.
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Aplicand definitia integralei obtinem

I = / zdz =
[AB]

/1[1 bt (14 20](1 + 2j)dt —
0

t2
(14 2y) 1-!—5

1
RN 1
it 0) =

1 . (3 . B
(14 2j) <1+2+j+1> = (1+2j) <2+2]> =5 -5,

—1 t2 —1 3
(=Ddt = —| =-2
/_2< O
I4:/ zdz =
[DA]
Lo et
/0(1+Jt)Jdt—J—2O—J—2-

In concluzie I = L+ L+ 13+1,=0.

63
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Exercitiul 6.6 Fie trei arce de curba 1,72, v3 avand capetele originea O

si A(z =1+ j). Sa se calculeze integralele

In= [ @ +indz me{123)

considerand curbele suport ale acelor trei arce, date prin ecuatiile

7

deci z2(t) =t+ jt iar 2/(t) =1+ .

xz(t) =t
Y2
y(t) =2, telo,1],

deci z(t) =t + jt? iar 2/(t) = 1 + 2jt.

z(t) =t
3
y(t) =13, telo,1],

deci z(t) =t + jt3 iar 2/(t) = 1 + 35t%

= /01<t2+jt><1+j>dt=
1 t2 1 . 1 ]
0) =+ (5+3)

t3
Y L
A+ 5], 775
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1
I = / (t% + §t*) (1 4 2jt)dt =
0

1 4

t3
1+ = 27—
(1+7) 51, T2y

1

— 2 13 -4 2 —
13—/0 (t* 4 gt°)(1 + 35t%)dt =
/1[(752 —3t°) +j(t* + 3t)]dt =
0

3 1 4
(51,51) (¢
1 1\ (1 3
(3‘2>+9(4+5>-

Exercitiul 6.7 Sa se calculeze integrala

1 1 5
t
33—
0+ 5

t6

0 6

:>—<1+j>(1

3

1

0

+

).

O | .

):

I:y{zdz, vt +y? -2z —2y=0.
v

Solutie. Metoda I.

Avem

yi(z -1+ (y—1)? =2+

z(t) = 1+ /2 cost

v =

y(t) = 1++/2sint, t<€0,2m)

v:z(t) =1+v2cost + j(1++/2sint),

Pe de alta parte

t €0,2m).

Z(t) = —V/2sint + jv2cost, t € [0,2m).

65
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Obtinem

I:fzdz:
¥

27
/ [1+\f2cost+j(1—|—\/§sint)} [—\/isint—l—j\/ﬁcost dt.
0

In concluzie I = 0.

Metoda II.

Conform teoremei fundamentale a lui Cauchy I = 0.

Exercitiul 6.8 Sa se calculeze integrala

1
I:/| dz, Re(0,400)\ {3}.

z|=R 2’2 + 9

Daca R < 3 atunci, conform Teoremei fundamentale a lui Cauchy pentru

domenii simplu conexe, I = 0.

Daca R > 3, consideram p > 0 astfel incat
p <min{l, R—3}

i cercurile

Y z—=3i=pét, tel0,2n)

si
Yo: z+3j=pedt, tel0,2n).

Notam cu 7 cercul dat prin ecuatia |z| = R. Conform Teoremei fundamen-

tale a lui Cauchy pentru domenii triplu conexe

1 1 1
I= | 5—dz= [ ——d ———dz.
/7z2+92 /7122+9 Z+/7222+9Z

Observam ca

1 1 1 1 1
’}’12+ J 71’2 J J 712+]
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i ca

1 1 1 1 1
/2 dz:/ ,dZ—,/ - dz.
w2219 6j Jyy 2 — 3] 6j Jy 2+ 37

Folosind egalitatile

1
/ - dz =0, /1,dz:0
w2+ 3] vo 2 — 3]

si calculand integralele

/ ! dz = /27r pie” dt = 2mj
02— 3] 0 pedt

/ ! .dz:/%pje.jtdt:%j.
'7224_3] 0 pejt

1 1
rezultd I= — 275 — — 275 = 0.

67 67
Exercitiul 6.9 Sa se calculeze integralele

el? 1
(1) h:fa s Ol =g

eJ?

@) b= 740,2 EESVEESE

dz, Co: 2?2 +8/2—-2=0

el?

(3) I3 :jig Z D211

dz, C3: 82>+ ¢y*>—2=0

eJ?

(3) I :}éb Z_1) 2+ 1)

Solutie.

dz, Cy: |z|=2

I
e

I

el? el?

I, :f{ =1 (Z2+1)? dz+7§ GG
" z+1 V2 z—1

2mj f1(=1) + 2mj f2(1).
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unde '
el?
he) = e
eJ?
=)= ooy
ejz 6jz
E)E19)° e
I :jé ,dz+j<[ L DE)” g, =
Tl —))? (2 +))2
215 ., . 2mj .
Tfé(]) + Tfi(—J)-
unde )
el*
RO = e
ez
RO = e
Iy =1, + Is.

Exercitiul 6.10 Sa se calculeze integrala

I:f s31nz dz, ~: 2> +y* =2z
522 =1

Solutie. Observam ca

vty =2 = (z - 12+ 9% =1,

deci v este cercul C((1,0); 1).

Pe de alta parte, deoarece
1 =1(cos0+ jsin0),

rezultd ci ecuatia 23 — 1 = 0 are solutiile

2k 2k
Z = cos% +jsir177r7 k€ {0,1,2}.
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Observam ca zp = 1 este In interiorul cercului C((1,0); 1), in timp ce

27r+,_ 27 1 3

— R m— = ——

Z1 = COS 3 js 3 5 j 5
47r+,_ 47 1 V3

29 = COS — sin — = —— — j—

2 3 J 3 2 J 27

nu se afla in interiorul cercului C((1,0); 1). Obtinem

I:% e dz:?{Mdz:Qﬂ'jg(l),
L 23 =1 y 2—1
unde
( ) sin z
Z) = ———.
g 224+ 2+1
In concluzie ) -
sin z sin
I = dz = 2] .
7{23—1 “T T

Exercitiul 6.11 Sa se calculeze integrala

1—7{ §OSZ dz, ~: z®+y* =12z
5 22— 064

Solutie. Observam ca

v 2?4 y? =122 < (z — 6)? + y* = 36,

deci v este cercul C((6,0); 6).

Pe de alta parte, deoarece
64 = 43(cos 0 + jsin0),
rezultd ca ecuatia 23 — 64 = 0 are solutiile

2k 2k
2z = 4 (COSSTr +jsin37r> , ke{0,1,2}.

Rezulta mai departe ca zg = 4 este in interiorul cercului C((6,0); 6), in timp

ce
21:4(005%”4—3'5111%”) :4<_%+]’§>7

-i%),

D=

22:4(0084%—#]'5111%”) :4(—
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nu se afla in interiorul cercului C((6,0); 6). Obtinem

Cos z

cos z 416
I= % ———dz = 7{ 2 g0 — 2mjg(4),
23— 64 , z—4

unde
CoS 2z

22442416

In concluzie

Exercitiul 6.12 Sa se calculeze integrala

eZ
I=¢ ———d 2?4y = 6a.
?{z2+3z—28 S

Solutie. Observam ca

v x4+ y? =6 <= (z—3)2+y* =09,

deci 7y este cercul C((3,0); 3).

70

Pe de altd parte, ecuatia z? + 3z — 28 = 0 are solutiile 21 = 4 si 20 = —7.

Deoarece z se afla in interiorul cercului C((3,0); 3), iar z2 nu se afla in

interiorul cercului C((3,0); 3) rezulta ca

z

e® <
I=¢ 5 dr=¢ 27 gy = 27jg(4
f{z2+3z—2gz ﬁz_ﬁ mig(4),

unde

In concluzie A

e® e
T=¢ 53— dz=2mj—,
£22+3z—28 ST

Exercitiul 6.13 Sa se calculeze integrala

€2Z 9 9
I:y{(zgdz, v: x®+y° = 10z.
¥
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Solutie. Observam ca

v 2?4 9? =10z <= (x —5)? + 2 = 25,

deci y este cercul C((5,0); 5).

Pe de alta parte, deoarece
64 = 43(cos 0 + j sin 0),
rezultd ci ecuatia 23 — 64 = 0 are solutiile

2k 2k
2, =4 ((:0537r —|—jsin37r> , ke{0,1,2}.

Rezulta mai departe ci zy = 4 este in interiorul cercului C((5,0); 5), in timp

).

22:4(cos%+jsin%”):4(—%—j ),

ce

el

21:4(c0s2§+jsin2§) :4<_%+]‘

oS

nu se afla in interiorul cercului C((5,0); 5). Obtinem

e2z

e 22+42+16)2 .
1= § gt = § S de = 2mid )
i Y

e?z

unde

In concluzie

6.4 Exercitii propuse

Exercitiul 6.14 Sa se calculeze integrala

ez
I:%dz, v: |z =1.
5 22(22 = 9)
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Exercitiul 6.15 Sa se calculeze integrala

z
I=¢ "4
éz(zQ—l) §

unde  este curba simpla, neteda si inchisa avand proprietatea ca punctele

—1, 0, 1 nu se afla pe aceasta curba.
Exercitiul 6.16 Sa se calculeze integrala

COSs 2
I— d
A 2z — 1)) (21 8) "

in care v este patratul ABCD parcurs in sensul

A—-B—C—D— A,

varfurile fiind: A(2 + 2j), B(—2+2j), C(—2 — 2j), D(2 — 2j).

7 Serii numerice. Serii de functii. Serii de
puteri

Definitia 7.1 Se numeste gir de numere complexe o functie f : N — C.
Daca pentru orice n € N notam f(n) = z, atunci girul definit mai sus poate
fi notat

(Zn)nen  sau  (zn)n sau  (zn).
Observatia 7.1 Daca (z,), este un sgir de numere complexe atunci pentru

orice n € N numarul z, se poate reprezenta sub forma z, = x,, + jy,, astfel

ca girului de numere complexe (zy,), 1i corespund doua giruri de numere reale

(@n)n st (Yn)n-
Definitia 7.2 Fie (z,), un sir de numere complexe si z € C. Spunem ca
sirul (zy,), are limita z gi notam lim z, = z, daca
n—oo
(Ve > 0)(3Ine e N)(Vn € N)(n > n. = |2, — 2| < e).

Definitia 7.3 Fie (z;), un sir de numere complexe. Spunem ca sirul (z,,),

este convergent in C daca exista z € C astfel incét

lim z, = z.
n—o0

In caz contrar sirul (zy,)n se numeste divergent.
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Propozitia 7.1 Fie (z,), un sir de numere compleze astfel incat pentru
orice n € N numarul z, se poate reprezenta sub forma z, = x, + jyn st

z=ux+ jy € C. Atunci

(lim 2z, = 2) <= (lim 2, =2 A lim y, = y)
n—oo n—oo n—00

Exemplul 7.1 Sa se studieze convergenta sirului de numere complexe (2, )y,

(1) (Vn e N) <zn: 21”+jnil)
(2) (¥n € N¥) (zn:(_l)nﬂi)

Solutie. (1) Observam ca

1 n
(Vn € N) (xn—2n /\yn—n+1)

Deoarece sirurile (z,,)n, (yn)n sunt convergente rezulta ca sirul (z,), este
convergent. Mai mult, lim x, =0si lim y, =1 deci lim z, =j.

—00
(2) Observam ca

1
(Vn € N¥) (a;n =(=1)" Ay, = )
n
Deoarece sirul (zy,), este divergent rezulta ca sirul (zy,), este divergent.

Definitia 7.4 Fie (z,), este un gir de numere complexe. Spunem ca seria
oo

de numere complexe E zn, este convergenta gi ca are suma S € C daca girul
n=1
sumelor partiale (S,), este convergent si are limita S. In acest caz notam

i Zn = S.
n=1

Daca sirul sumelor partiale este divergent, se spune ca seria este divergenta.

Propozitia 7.2 Fie (z,), un sir de numere complezxe astfel incat pentru
orice n € N numarul z, se reprezintd sub forma z, = T, + jyn §i S =

A+ jB € C. Sunt adevarate urmatoarele propozitii
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oo
(1) Seria de numere complexe E zn, este convergenta daca §i numai daca

n=1
[es) o0

seriile de numere reale Z Ty St Z Yn sunt convergente.
n=1 n=1
o
(2) Seria Zzn are suma S daca st numai daca seriile de numere reale

n=1

o0 oo
Z Ty S0 Z Yn au sumele A respectiv B.

n=1 n=1

Exemplul 7.2 Sa se studieze convergenta seriei de numere complexe

oo
1 1
Solutie. (1) Seriei de numere complexe E <2n + j2) ii atagam seriile de
n

n=1
o o0
. 1 .
numere reale E on § E —. Deoarece cele doua serii de numere reale
n
n=1 n=1

o0
1
sunt convergente, rezulta ca seria de numere complexe E <2n + ]2> este
n

n=1
convergenta.
(1 1
(2) Seriei de numere complexe g < +3 2) ii atagam seriile de nu-
= \n n
o0 [e.e] o0
1 1 ) 1
mere reale E — gl E —5- Deoarece seria de numere reale g — este
n n n
n=1 n=1 n=1

[e.e]

. o NV 1 .
divergenta, rezulta ca seria de numere complexe g ( +j— | este diver-
n n
n=1
genta.
oo

Propozitia 7.3 Dacd seria de numere complexe E zn este convergentd,

n=1
atunct lim z, = 0.
n—oo
o
Definitia 7.5 Spunem ca seria de numere complexe E 2y, este absolut con-
n=1

o0
vergenta daca seria E |z | este convergenta.

n=1
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[ee]
Propozitia 7.4 Daca seria de numere complexe E zn este absolut conver-

n=1
genta, atunci ea este §i convergentd.

Observatia 7.2 Exista serii de numere complexe care sunt convergente dar

nu sunt absolut convergente.

Exemplul 7.3 Si se studieze convergenta seriei de numere complexe

0o (=1 n
(2) ZJ( n)
n=1

Solutie. (1) Facem notatia
Gl (L, 1y
e 2=z (5 +975) |

=1
Deoarece seria g — este
n

n=1

. 1
Observam ca pentru orice n € N*, [z,| = —;.
n

1+,1>” ¢
— — este
NIV

o0
convergenta rezulta ca seria de numere complexe E — <
n
n=1

absolut convergenta.

(2) Facem notatia

(¥n € N) [zn :j(_l)n].

n

Deoarece seria E |zn| = g — este divergenta rezulta ca seria g j—
n
n=1 n=1 n=1
nu este absolut convergenta. Pe de alta parte seriei de numere complexe
o0 o0

o0

—1)n
Z J (=1) ii atagam seriile de numere reale Z Ty Sl Z Yn In care
n=1

n

mn
n=1 n=1

(Vn € N¥) <xn =0Ay, = (_;)n> .

Deoarece cele doua serii de numere reale sunt convergente, rezulta ca seria

(=n"

oo
de numere complexe g j——— este convergenta.
n

n=1
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Definitia 7.6 Fie E C C si un sir de functii (f,,)n, astfel incat pentru orice

(Vn € N)(f, : E = C).

oo
Seria notata E fn, care are proprietatea ca pentru fiecare z € E seria

n=1
oo
E fn(2) este o serie de numere complexe, se numeste serie de functii com-
=1

n—
plexe pe multimea FE.

(e}

Definitia 7.7 Fie E C C si o serie de functii complexe Z frn pe multimea
n=1

FE. Spunem ca aceasta serie este convergentd punctual sau simplu conver-

genta pe multimea E dacd pentru orice z € FE, seria de numere complexe

o0
Z fn(z) este o serie convergenta.
n=1

o0

Definitia 7.8 Fie E C C si o serie de functii complexe Z frn pe multimea
n=1

E. Spunem ca aceasta serie este uniform convergenta pe multimea E daca

(Ve > 0)(Ine € N)(V(n,p) € N x N¥)

(Vz € E)(n 2 ne = |fur1(2) + . + fasp(2)] < o).

o0
Teorema 7.1 Fie E C C si o serie de functii compleze Z fn pe multimea

n=1
%)

E. Daca seria E fn este uniform convergenta pe mulfimea E atunci aceasta

n=1
serie este simplu convergentd pe multimea E. Reciproca acestei afirmatii este

falsa.

Teorema 7.2 (Criteriul lui Weierstrass) Fie E C C, o serie de functii com-

o o0
plexe g fn pe multimea F i o serie convergenta de numere pozitive E an

n=1 n=1
astfel Incat

(Vn € N)(Vz € E)(|fn(2)] < an).

o
Atunci seria g fn este uniform convergenta pe multimea F.

n=1
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Exemplul 7.4
Consideram multimea D = {z € C : |z| < 1}. S& se studieze convergenta

seriei de functii
oo
> fn
n=1

pe multimea D, unde, pentru orice n € N*,

fo: D= Co fuls) = 5.

Solutie. Observam ca

(V2 € D)(¥n € %) (!fn(Z)! < nl) |

[e.9]
Deoarece seria g — este convergenta rezulta, conform Criteriului lui Weier-
n

n=1
9

strass, ca seria de functii Z fn este uniform convergentd pe multimea D.
n=1
Definitia 7.9 Fie a € C si (¢,), un sir de numere complexe. Se numeste

serie de puteri ale lui (z — a), o serie de functii notata

Z cn(z—a)"

n=1

in care termenul general este dat prin
fu(z) = cn(z —a)™.

Propozitia 7.5 (Lema lui Abel) Fie

o
E ez
n=1

o serie de puteri.
Ezista un numar unic R € [0,00| care are urmdatoarele proprietati

o
(1) Pentru orice z € C cu |z| < R, seria Z cn 2"t este absolut convergenta.
n=1
[e.e]
(2) Pentru orice z € C cu |z| > R, seria chz" este divergentd.

n=1
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In cazul in care R > 0, seria converge uniform pe orice pe orice disc

{z € C:|z| <p}, unde p < R.

Definitia 7.10 Numarul R din Lema lui Abel se numeste raza de convergenta
a seriei de puteri iar discul deschis {z € C : |z| < R} se numeste discul de

convergenta al seriei de puteri.

Teorema 7.3 Flie
oo
g ez
n=1

o serie de puteri. Consideram

[ =limsup v/|cy| € [0, o0].
n—oo

Atunci )
77 le (07 OO),
= 0, [=oo0,
oo, =0
o0
Propozitia 7.6 Fie Z cnz™ o serie de puteri.
n=1

(1) Daca existd lim € [0, 00] atunci

n—r0Q

Cn+1

1
(2) Daca exista lim ——— € [0, 00| atunci
n—oo 1 ‘Cn‘

1
R = lim .

n—oo o ‘cn|

Observatia 7.3 Lema lui Abel nu ne da indicatii referitoare la natura seriei

o0
Z cnz" in punctele cercului {z € C: |z| = R}.
n=1

Exemplul 7.5 Sa se studieze natura seriei

00 n 00

WYL OXS @Xar @Y
n=1 n=1

n=1 n=1
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Solutie.
(a) Notam
(Vn € N¥) (cn
Deoarece
lim = lim
n—od Cpy1| N0

(n+1)2

79

=1
n2

rezultd R = 1. Seria este absolut convergenta in toate punctele cercului

C: |z]=1.
(b) Notam
1
Vn € N* =— .
e -}
Deoarece )
lim L lim nt =1
n—09 Cp41 n—oo N

rezultda R = 1. Seria nu este absolut convergenta in nici unul din punctele

cercului

C:

|z| = 1.

Observam ca, spre exemplu in punctul z = —1 seria este convergenta iar in

punctul z =1 seria este divergenta.
(c) Notam

(Vn € N¥) (¢,

Deoarece
Cn

= lim
n—oo

lim
n—roQ

Cn+1

=nl).

n!
(n+1)! =0

rezulta R = 0. Cu alte cuvinte seria converge doar in punctul z = 0.

(d) Notam

(Vn € N¥) (cn -

Deoarece

1
lim

n—00 ”/’Cn‘

1

nn

).

= lim n =+
n—oo

rezulta R = +o00. Cu alte cuvinte seria converge in orice punct z € C.



Note de Seminar 80

7.1 Exercitii rezolvate

Exercitiul 7.1 Sa se studieze convergenta sirului de numere complexe (2, )y,

n care

(1) (¥n € N) (20 = ¥/ +j¥2)

(2) (VneN (zn _ cos(nm) + j 5% )

Solutie.

(1) Facem notatia
(Vn €N) (zn = @n + jiyn)

Atunci

(Vn € N) (mn: Yn ANy, = W)

Deoarece sirurile (x,)n, (yn)n sunt convergente rezultd ca sirul (zp,), este

convergent. Mai mult, lim z, =1si lim y, =1 deci lim 2z, =1+ j.
n—00 n—o00 n—o0

(2) Observam ca

1
(Vn € N¥) <xn = cos(nm) Ay, = 5n>

Deoarece sirul (x,,), este divergent rezulta ca sirul (z,), este divergent.
Exercitiul 7.2 Sa se studieze convergenta seriei de numere complexe

=1

@ % (G )

n=1
Solutie.
- 1 1
(1) Seriei de numere complexe ; <n(n+1) + j3n> ii atagam seriile de nu-
[e.e] o

1 . ..
mere reale g —— i E —. Deoarece cele doua serii de numere reale
nn+1) 3n

n=1 n=1



Note de Seminar

(o)
) 1
sunt convergente, rezulta ca seria de numere complexe E <( +
n

n+1)

n=1
este convergenta. Mai mult, pentru seria

1
ngl n(n+1)

girul sumelor partiale este

Sp = ! + ! +-F ! =1 L
1.2 2.3 nn+1) = n+1
iar pentru seria
o
S
n:13n
sirul sumelor partiale este
1 1 1 1 1—(YH
T =4 — 4. — =_ .13/
nTatet T Ty 13

Deoarece )
lim S, =1, lim T, = 3

n—o0 n—0o0

rezulta ca

8

1
g0

1

)

> 1 <1 1

Zn(n—l—l):l’ 3n 2

n=1 n=1
si

S LR

nin+1) Jan) T T
n=1
>° n

2) Seriei d 1 — 4+ j———— | ii atasa iile d
() eriel de numere Compexez<\/ﬁ+j(n+1)2> uaagam seriile dae

n=1
S

o0
1 n
numere reale — s ——. Ambele serii atasate sunt diver-
nz_:l N 2 (n+1)2 :

n=1 ~
te. Rezulta ca seria de numere complexe Z ! 4+
ente. —
© n=1 \/ﬁ
divergenta.

Exercitiul 7.3 Sa se studieze convergenta seriei de numere complexe

w3 ()

n=1

)

este
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@) Z i cos;mr)
n=1

Solutie.

(1) Facem notatia
, 1 (145\"

oo
N . “ 1 : 1
Observam ca pentru orice n € N*, |z,| = —. Deoarece seria E — este con-
n n
n=1
e o] .
y Lo L (14+5\"
vergenta rezulta ca seria de numere complexe E a2 \1T—; este absolut
/”L —
n=1 J
convergenta deci si convergenta.

(2) Facem notatia

(Vn € N¥) [zn - jcos(n””)]

oo o0 oo
, 1 . . e .. _cos(nm)
Deoarece seria g |2n| = g — este divergenta rezulta ca seria E j—
n

n=1 n=1 n=1
nu este absolut convergenta. Pe de alta parte seriei de numere complexe
o0 oo

o0
_cos(nm) . y .. . .
———~ 1i atasam seriile de numere reale Ty Sl n 1N care
n

n=1 n=1 n=1
(Vn € N¥) <xn—0/\yn = COSSW)) )

Deoarece cele doua serii de numere reale sunt convergente, rezulta ca seria

n

_cos(nm)
o

[e.9]
de numere complexe E este convergenta.

n=1

Exercitiul 7.4 Sa se studieze natura seriei

© Yen @ Y o
n=1 n=1
Solutie.
(a) Notam

(¥n € N*) <cn - 1) .

n(n+1)
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Deoarece
o n+2
= lim =

n—oo M

1

lim
n—oQ

Cn+1
rezulta R = 1. Seria este absolut convergenta in toate punctele cercului

C: |z|=1

(b) Notam
1
Deoarece —
lim 2 lim nAt =1
n—09 Cpt1 n—o0 \/ﬁ

rezultda R = 1. Seria nu este absolut convergenta in nici unul din punctele
cercului

C: |z|=1

Observam ca, spre exemplu in punctul z = —1 seria este convergenta iar in

punctul z = 1 seria este divergenta.

(c) Notam
(Vn € N*) (¢, = (2n)!).
Deoarece o]
lim SR ) L
n—09| Cp41 n—oo (2TL -+ 2)'

rezultd R = 0. Cu alte cuvinte seria converge doar in punctul z = 0.

(d) Notam

(¥n € N*) <cn _ (22)71) .

Deoarece

A ] ) = Hee

rezulta R = 4+00. Cu alte cuvinte seria converge in orice punct z € C.
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8 Formula lui Taylor. Dezvoltari in serii
Taylor

Teorema 8.1 Fie D un domeniu simplu conex si f : D — C o functie
olomorfa. Consideram a € D, T un cerc inclus in D cu centrul in a si
de raza p, A ={z € C: |z —a|l < p}. Atunci pentru orice z € A este

adevarata formula

f'(a) f"(a)

f(2) :f(a)+T(Z—a)+T(Z—a)2+...—I—
' ' (8.1)
+fn(!a)(z—a)”+Rn(z)

unde
2) = z—anJrli Sw) v
Rn( )_( ) 27Tj/I“(w_a)n+1(w_Z)d .

Observatia 8.1 Formula (8.1) se numegte formula lui Taylor pentru functia

f 1n punctul a.

Teorema 8.2 Fie D un domeniu simplu conex, a € D, I" un cerc inclus in
D cu centrul in a gi de raza p, A = {z € C: |z —a| < p}. Atunci pentru

orice z € A are loc egalitatea

£ = sy + Ty T gy
' ' (8.2)
—I-fn(!a)(z —a)" + ...
Observatia 8.2 Seria
> fl(va) (z=a)" =
n=0 :
:f(a)+ f/l(!CL)(z_a)+ f/;(!a)(Z—G,)Q—I-...—i- fr;(' )( _ )n+

din egalitatea (8.2) se numeste seria Taylor atasata functiei f in jurul punc-

tului a si reprezinta dezvoltarea functiei f in serie de puteri ale lui z — a.

Exemplul 8.1 Sd se deduca egalitatile
. z 2 2"
(1) e :1+—+—+...+n—+..., 2€C
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' ORI ; »2n+1
L2 »2n
(3) cosz:l—§+E+...+(—1)"(2n)'+..., zeC
1 2 n
(4) 17:1—1—24—2 +..+2" |z <1
—z
1 2 3 n._n
(5) 1+z:1—z+z — 22+ L+ (D) 2 <1
Solutie.

(1) Consideram f : C — C, f(z) = €*. Stim despre functia f ca este

olomorfa gi observam ca

de unde rezulta ca

F0)=f"0)=...= f™0)=..=1.
Folosind formula (8.2) in care a = 0 rezulta ca

2 n
s A A -
6_1+1!+2!—|—...+n!+..., z e C. (8.3)

(3) Din definitia funtiei f(z) = cos z avem

Jjz —Jjz
cos z = $, z € C.
2
Din relatia (8.3) rezulta
eJZ:1+‘E+ (72) + ot (2) +.., z€C

1! 2! n!

si
e‘ﬂz:1+( 7z) +( jz) +...+( i) +.., zeC.

1! 2! n!

Deoarece
0, n=2k+1
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rezulta
2 4 2n
1 E _1)yn~?
cosz-1—2!+4!+...—|—( 1) (2n)!+ , z€C
< 1 : . o
(4) Notam f(z) = T Functia f este olomorfa pe domeniul simplu conex
—z

D={zeC : |z| <1}

Observam ca

(Vn € ) (f(”)(Z) - (1_”Z')+1>

si mai departe ca

(Vn € N¥) (f<">(0) - n!).

Folosind formula (8.2) in care a = 0 rezulta ca

1
e R + 222, |2 < 1 (8.4)
—Z

(5) Folosind relatia (8.4) in care il trecem pe z in —z obtinem

1
1+ 2

=1—z4+22 =24 (=), |z|<1.

8.1 Exercitii propuse pentru rezolvare

Exercitiul 8.1 Sa se reprezinte functia
£(2) = cos(32);
f(z) = 2% sin z;
f(z) = cos? z,
printr-o serie de puteri in jurul punctului 0.
9 Serii Laurent
Fie (p1, p2) € (0,00)? astfel incat p; < pe. Consideram cercurile
I'i:|z—al=p1, Ta: |z—al=p2

si coroana circulara

Az pp <|z—a| < p2
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Teorema 9.1 Fie D C C un domeniu multiplu conex astfel incat A UT'1 U

I'sC D sgif:D— C o functie olomorfa. Atunci pentru orice z € A are loc

egalitatea
Cn c_q
f(z):...+m+...+ Z_a—i—co—i—cl(z—a)—i—...—i—
o0 (9.1)
+ep(z—a)" + ... = Z ex(z —a)k,
k=—o0
unde )
cp = — Adu; k=0,+1,42,...
215 Jpr (u— a)k+t
I’ fiind un cerc de ecualie I : |z —al = p cu p € (p1,p2).
Observatia 9.1 Seria
oo
Z ez —a)k =
h=oe (9.2)
4+ B b taz—a) + et en(z—a)
(z—a)" z—a

din egalitatea (9.1) se numeste seria Laurent atagata functiei f in domeniul

Az pr <l|z—al < p2

Observatia 9.2 Intr-o serie Laurent identificim doud parti, seria

-1

c— c_
ch(z—a)k:...—{—in—{—...—l— !

(z —a)” z—a

k=—o00

care se numeste partea principala si seria

o0
ch(z —a)f=cotca(z—a)+ .. +cn(z—a)" + ..
k=0

care se numeste partea tayloriana.

Teorema 9.2 Fie D C C un domeniu, a € D si f : D\ {a} — C o functie
olomorfa. Punctul a este pol multiplu de ordin p al lui f daca si numai daca
dezvoltarea in serie Laurent a functiei f in jurul punctului a, (adica pe o
coroana data prin A : e < |z—a| < cue > 0 oricat de mic), este de forma:

C_ C_
fz) = (z_iz)pf.ﬁﬁ +eo+ei(z—a) +eaz —a)* + ..

cuc_p, # 0.
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Exemplul 9.1 Punctul z = 0 este pol triplu pentru functia f : C* —
62

C, f(2) = —3. Aceasta functie are o dezvoltare in serie Laurent in jurul
z

punctului z = 0, (in domeniul {z € C: 0 < |z|} = C*), iar aceasta dezvoltare

este
—:—+——+—;+...+—zn‘3+..., z€C*

Teorema 9.3 Fie D C C un domeniu, a € D si f: D\ {a} — C o functie
olomorfa. Punctul a este punct singular esential al lui f daca gi numai daca
partea principala a dezvoltarii in serie Laurent a functiei f in jurul punctului
a, (adica pe o coroand A : e < |z —a| < r cu e > 0 oricat de mic) are o
infinitate de termeni.

Z cx(z — a)* are o infinitate de termeni) .

k=—o00

Exemplul 9.2 Punctul z = 0 este punct singular esential pentru functia
f:C"=C, f(z) = ex. Aceastd functie are o dezvoltare in serie Laurent in
jurul punctului z = 0,

(in domeniul {z € C: 0 < |2|} = C*), iar aceasta dezvoltare este

Teorema 9.4

Fie D C C un domeniu, f: D\ {a} — C o functie olomorfa iar a € D punct
singular pentru functia f. Punctul a este punct singular removabil al lui f
dacéa si numai daca partea principala a dezvoltarii in serie Laurent a functiei
f in jurul punctului a, (adica pe o coroana data prin A:e < |z —a| <r cu

e > 0 oricat de mic) este nula (¢ =0, k € {—1,-2,...}).

Exemplul 9.3 )
Deoarece dezvoltarea functiei f : C* — C, f(z) = M2 n jurul punctului
z =0,

(in domeniul {z € C: 0 < |z|} = C*), este

1 2,2 24 ZQn

sin z
_ L E LR (e
s cn gty et

2L zec
@nriy 7

rezulta ca punctul z = 0 este punct singular removabil al lui f.
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9.1 Exercitii rezolvate

Exercitiul 9.1 Sa se reprezinte functia
222 +3z—1
J(z) = 2B4+22—-2-1

printr-o serie de puteri in jurul punctelor 0 gi —1.

Solutie. Deducem egalitatea

1 n 1 n 1
z—1 z+1 (2412

f(z) =

Stim ca au loc egalitatile

1 1 =
2—1:_1—22_22’ 2l <1
n=0
1 o0
:Z(—l)"z”, |z| < 1.
z+1 =

Din ultima egalitate deducem

1 S n,_.n—1 S n+1 n
o =S e = S () (4 1)
(Z - 1) n=1 n=0
|z| < 1.

Punctul z = 0 este un punct in care functia f este monogena iar functia f
are o dezvoltare in serie Taylor in jurul punctului z = 0, in domeniul simplu

conex {z € C: |z| < 1}:

F2) =) [-1+ (D" + (=D)"(n+1)] 2", |2 <1.

n=0
Pe de alta parte
1 1 __11__1i<z+1>”
2=1 (2+1)-2 21—z 241 2 ’
|z 4+ 1] < 2.
Punctul z = —1 este pol dublu pentru functia f, astfel cd& vom obtine o
dezvoltare in serie Laurent in jurul punctului z = —1, in domeniul

{zeC:0< |z+1] <2},
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1 1
a carei parte principala este + :

z+1  (241)2

1 1 1
= —_ lTL
f(Z) (Z+1)2+Z+1 7;)271—&—1(2’—" ) )

0<|z+1] <2

Exercitiul 9.2 Sa se reprezinte functia

222 -32z-3
f(z)_z3—222+2—2

printr-o serie de puteri in domeniul

D={ze€C|1<|z| <2}
si apoi in domeniul £ = {z € C| |z| < 1}.
Solutie. Este adevarata egalitatea

222-32-3 1 11 =z 7 1
f(z) =

1
z3—2z2+z—2__52—2+€1+z2+51+22’

pe care o rescriem sub forma

111171
_ 1 = S 9.3
M= 12 51+ 52143 8:3)

Din relatia (9.3) rezulta

1 =2 11 & 1 7 — 1
f(z) = 102~97 "5, (—1)”ﬁ+@2(—1)"27n, zeD,
n=0 n=0 n=0

si mai departe

1 — L[ 11 7 JRRN
f(z) = 52(_1) Sl T e +T0227’ z€D.
n=0 n=0
In cel de al doilea caz domeniul este simplu conex. Dezvoltarea In serie
Taylor a functiei f este

f()—l °°Z”+11°°(1)n2n+1+7§:( 1y g2 cE
T10Lwm T : 5 & =R

n=0 n=0
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Exercitiul 9.3 Sa se reprezinte functia

224+ 3242
23 —6224+112—6

f(z) =

printr-o serie de puteri in jurul punctelor 0, 1, 2, 4.

Pentru reprezentarea functiei date ca serie de puteri in jurul punctului 0

avem de stabilit:

° Punctele sigulare ale functiei si natura acestora.
° Descompunerea in fractii simple.
° Reprezentarea fiecarei fractii simple ca serie de puteri in jurul

punctului 0.

° Reprezentarea functiei date ca serie de puteri in jurul punctului

° Domeniul reprezentarii functiei date ca serie de puteri in jurul

punctului 0.

Avem egalitatea

243242
23 —6224+112—6

f(z) =

2> +32+42 A B _C
(z—1)(2-2)(2—3) z—-1 2z-2 2-3

Obtinem

2243242

&) = 53—z 6

2> +32+2 _3 12 w0
(z-1)(z-2)(z—3) 2-1 2-2 2-3
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Reprezentarea functiei date ca serie de puteri in jurul punctului 0:

1 1 =~ .
z—lz_l—z:_zz’ |z| < 1.
n=0
I 1 1 r
z—2 2—z 21-3
1 z > n
—5 =D g ll<2
n=0 n=0
r 11
z—3 33—z 31—%
1 o 2" X
n=0 n=0
Obtinem
> 12 10
f(Z):_Z|:3_2n+1+3n+1:|Zn’ |Z|<1.

92
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Reprezentarea functiei date ca serie de puteri in jurul punctului 1:

1
z—1

=(z-1)7Y, 0<|z—1+<=zeC\{1}.

1 1 1

2—2 2-1-1  1-(z-1)

o0
—Z(z - Jz—1]< 1.
n=0

1 1 1 1

=3 z-1-2 21-%1

I (z—1)" > (z—1)"
_§ZT:_ZW’ |z -1 <2
n=0

n=0

Obtinem

f(z)zzil+2[12—25n} (z—1)" 0<|z—1]<1.
n=0
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Reprezentarea functiei date ca serie de puteri in jurul punctului 2:

1 1 1

2—1 z-2+1 1+ (z-2)

S (-1)"(z-2)" |z-2/ <L

n=0
1 -1

2_2:(2—2) , 0< |z =2 <= 2€C\{2}.
1 1 1

273_272—1:_1f(zf2)

o
> (z-2)", |z-2/<1.
n=0
Obtinem

12 & i )
_2+Z_%[(—1) 3-10](z—2)", 0<|z—2[<L

fz) = -

z

94
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Reprezentarea functiei date ca serie de puteri in jurul punctului 4:

1 1 1 1

z—l_z—4—|—3:§ 1—1—254

1 & —4)n
32(—1)"(’23n), 2 — 4] <3,
n=0

1 1 1 1

z—2 z—4—|—2:§ 1—1—254

1 & n(z—4)"
n=0
r 1 _

z2—3 z—44+1

DM -4, -4l <1

n=0

Obtinem
() = i(—nn L5 oy, po4 <
3n  2n ’

95
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Exercitiul 9.4 Sa se dezvolte functia

1
23462249244

f(2)

printr-o serie de puteri in jurul punctelor 0 si —1.

Solutie.
Reprezentarea functiei date ca serie de puteri in jurul punctului O:

Deducem egalitatea

1 1 1 1 1 1

J&) =51 3G Tosaa

Stim ca este adevarata egalitatea:

1 oo
= g (=D)"=", |zl < 1.
z+1 o

Din ultima egalitate deducem

_(z—:l)z B <z41r1>/:

) %)
(_1)nnzn—1 — Z(_l)n+l(n + 1)2”,

n=1 n=0

|z] < 1.

De asemenea obtinem

n

1 1 1 1 & 2
= == —1)n= < 4.
4 4142 4;( Vg

Punctul z = 0 este un punct in care functia f este monogena iar functia f
are o dezvoltare in serie Taylor in jurul punctului z = 0, in domeniul simplu

conex {z € C: |z| < 1}:

f(z) =
2. [;(1)"“ +5(-1)"(n+ 1) + %(71)714% < <1
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Reprezentarea functiei date ca serie de puteri in jurul punctului —1
1 11
244 (z+1)+3 3 14 =L
1 z+1
3 Z < > , e +1] <3
Punctul z = —1 este pol dublu pentru functia f, astfel ca vom obtine o
dezvoltare in serie Laurent in jurul punctului z = —1, in domeniul

{zeC:0< |z+1]| < 3},

1 1 1 1
o . ¢ incivals este — - - i :
a carei parte principala este 9 2+1 + S MCESIE

1

) =3 - 1§j _g
T3 )2 9z+1 9 3n+lz

0<|z+1]<3.

Exercitiul 9.5 Sa se reprezinte functia

422 —22+9
1@ == 322 +42—12
printr-o serie de puteri in domeniile

D={zeC|2<|z| <3}
E={zeC||z| <2}

F={zeC| |z >3}

Solutie. Este adevarata egalitatea

422 92249
1) = —322+42-12
(9.4)
3 z 1

z—3+4+z2+4+z2'
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pe care o rescriem sub forma
1 1 1 1 1

Din relatia (9.5) rezulta

fz) =

OOZ 1oo 2n )
_2%3 ZZ on ZZZ ZQn GD’
n=

si mai departe

> 1 1 2
_ nao22n
f(z) =3 (=12 LW Uw} D

n=0

Rescriem egalitatea (9.4) sub forma

1 1 11
[ =—1—5+7
-3 1+(§)

98

(9.6)

In cel de al doilea caz domeniul este simplu conex. Dezvoltarea in serie

Taylor a functiei f este

f(z) - an T4 Z 22n 2n+1+
n70
1 & 1
1 ( 1)7’12%2271’ z € E
n=0

Rescriem egalitatea

f(z) =

(9.4) sub forma
51 1 1 11
e A AT

Obtinem

***Z nzzZ

n=0

si mai departe

2n+2
z
n=0 n=0

00 X an+l
f(z) = Z(—l)“?” [22’1“ + 1] + Z S z€F.

(9.7)
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10 Teoria reziduurilor

Definitia 10.1
Fie D C C un domeniu, f : D\ {a} — C o functie olomorfa iar a € D punct
singular izolat al functiei f. Se numeste reziduul functiei f in punctul a

numarul complex notat Rezf(a) definit prin relatia
Rezf(a) = c_1,
unde c_q este coeficientul corespunzator puterii
(z—a)”

din dezvoltarea in serie Laurent a functiei f in jurul punctului a, (adica pe

o coroana A : e < |z —a| <r cue > 0 oricat de mic).

Teorema 10.1
Fie D C C un domeniu, f : D\ {a} — C o functie olomorfa iar a € D
punct singular izolat al functiei f. Reziduul functiei f in punctul a poate fi

calculat dupa cum urmeaza:

(1) Daca a este pol de ordin p pentru f atunci

Ll (2 — ) ()Y

(2) Daca f(z) = ZEZ;, g(a) #0, h(a) =0, K (a)+#0,iar gsih sunt functii
z
olomorfe pe o vecinatate a punctului a, atunci a este pol simplu pentru
functia f si

Rezf(a) = 9(a) .

Teorema 10.2 (Teorema reziduurilor)

Fie D C C un domeniu simplu conex, C o curbd simplad, netedd pe porfiuni
§1 inchisa inclusa in domeniul D, A domeniul (deschis) marginit de curba
C. Consideram o functie f care are in domeniul A un numar finit de puncte
singulare izolate, de tip pol sau singularitate esentiald, notate ai,as,...,a,

st astfel incat f : D\ {a1,aq,...,an} — C este o functie olomorfa. Atunci

/ f(z)dz =27j Z Rezf(ag).
c k=1
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Exemplul 10.1 Sa se calculeze integrala

el?
I, = d k 1,2,3,4
= T bea

unde

Cy: |z ==
Co: 22 +82—-2=0
Cs: 822+ —2=0
Cy: |2 =2.

Solutie. Functia f: C\ {1,—-1,4j,—j} — C data prin

el*
SRR EEVEESTE
este olomorfa. Punctele z = 1 gi z = —1 sunt poli simpli ai functiei f iar
punctele z = j si z = —j sunt poli dubli ai functiei f. In plus
Rezf(1) = li 1 " ¢
ezf(1) = limy [(Z Ve e 1)2] K

el? e
(= — 1><z+1><z2+1>2] T8

Rezf(—1) = lim [(z+1)

z——1

el? 3je~!

5 EEENIEE —j)Z} 3

ez ) = tim |G - )

el? je

(22 = 1)(z +j)*( —j)Q} T8

Functia f nu are puncte singulare in domeniul interior limitat de cercul C}.

Rezf(—j) = lim [(z+j)2

z——j

Conform teoremei fundamentale a lui Cauchy pentru domenii simplu conexe

I; = 0. Punctele singulare z = 1, z = —1 se afla in domeniul interior limitat
de elipsa
2 2
L Yy
Co: ——+—=—==1
2 1)2

(V2?2 (3)

iar punctele singulare z = j, 2 = —j se afla in exteriorul acestei elipse. Deci

Iy =2mj[Rezf(1) + Rezf(—1)].
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Punctele singulare z = j, 2z = —j se afla in domeniul interior limitat de

elipsa

C3: —+
iar punctele singulare z = 1, z = —1 se afla In exteriorul acestei elipse. Deci
Is = 2mj[Rezf(j) + Rezf(—j)].

Toate punctele singulare ale functiei f se afla in interiorul cercului Cy, de

aceea
I, =2mj[Rezf(1) + Rezf(—1) + Rezf(j) + Rezf(—7)].

Exemplul 10.2 Sa se calculeze integrala

sin z
I, = d k 1,2,3,4
k Lk (22*16)(ZZ+9)3 ’27 E{) ) ) }7
unde
Cr: |z =1
021 |Z—4|:2

Cs: |z —3j| =1
Cy: |z—4|=6.

Solutie. Functia f: C\ {4, —4,3j,—3j} — C data prin

sin z
1@ = e —1g) 2 1 o)
este olomorfa. Punctele z = 4 gi z = —4 sunt poli simpli ai functiei f iar

punctele z = 3j si z = —3; sunt poli tripli ai functiei f. In plus

Rezf(4) = lim [(Z TG 9>3] ’

sin z "
22 — 16)(z — 3j)3(z + 3j)3 ’

Ref(37) = § Ty |(= - 3)°;

(22 = 16)(z + 35)°(z — 3]')3} '

Functia f nu are puncte singulare in domeniul interior limitat de cercul C}.

1
Rezf(—3j) = = lim

\3
2 2—-3j [(z +3)

Conform teoremei fundamentale a lui Cauchy pentru domenii simplu conexe
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I; = 0. Punctul singular z = 4, este singurul care se afld in domeniul interior
limitat de cercul
Cy: |z—4|=2.

iar punctele singulare z = +3j, z = —4 se afla In exteriorul acestui cerc.
Deci
Iy =2mjRezf(4).

Punctul singular z = 375, este singurul care se afla in domeniul interior limitat

de cercul

Cs: |z—3j|=1
iar punctele singulare z = +4, z = —3j se afla In exteriorul acestui cerc.
Deci

Is = 27jRez f(37).

Punctele singulare z = 4, z = £3j ale functiei f se afla in interiorul cercului

Cy, iar punctul singular z = —4 se afla in exteriorul acestui cerc, de aceea
Iy =27j[Rezf(4) + Rezf(3j) + Rezf(—37)].

Exemplul 10.3 Sa se calculeze integrala

I—/z4eidz, C: |z|=3
C

1 1 1
e—l—i—ﬁz—i-gz—i- +—z+ z2eC

Solutie. Deoarece

rezulta ca dezvoltarea in serie Laurent a functiei g(z) = e in jurul punctului
z =0 este
*
Z—1+F*+§*+ +Ezfn+ zeC

. < . . .. 1,
si mai departe ca dezvoltarea in serie Laurent a functiei f(z) = z*e= in jurul

punctului z = 0 este
41 1 1 1 1 c
ze= z—i—ﬁz —1—524— .+ 'n_4+..., ze .

In concluzie punctul z = 0 este punct singular esential al functiei f(z) = Jez

sl avem

I =2mjRezf(0) =2mjc_y
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unde unde c_; este coeficientul corespunzitor puterii 2! din dezvoltarea in
. - 1. . .
serie Laurent a functiei f(z) = z*e= in jurul punctului z = 0. Obtinem

1
I = 277]5.

Teorema 10.3 (Teorema semireziduurilor)

Fie D C C un domeniu simplu conex, C o curba simpla, neteda si inchisd
inclusa in domeniul D, A domeniul (deschis) marginit de curba C. Con-
sideram o functie f care are in domeniul A un numdr finit de puncte singu-
lare izolate, de tip pol sau singularitate esentiala, notate ai,ag, ...,an $t un
numar finit de poli de ordinul intai situati pe curba C, nota{i bi,ba, ..., b,
astfel tncat

f:D\{a1,az2,....;an,b1,b2,....0p,} — C,

este o functie olomorfd. Atunci

/Cf(z)dz = 27j ZRezf(ak) +mj Z Rezf(by).

k=1 =1

Exemplul 10.4 Sa se calculeze integrala

z
I = d C: 1| = 3.
/C(z+1)2(z2—5z+6) s Cil4dl

Solutie. Punctele singulare ale functiei

(z+1)2(22 — 52+ 6)

f(z) =

sunt z = —1 (pol dublu), z = 2 (pol simplu) si z = 3 (pol simplu). Punctul
z = —1 se afld in domeniul interior limitat de cercul C': |z+1| = 3, punctul
z = 2 se afla pe cerc iar punctul z = 3 se afla in exterior. Conform teoremei

semireziduurilor
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I =271jRezf(—1) + mjRezf(2) =

/
—9ri i 12 z
A [(” ) (z+1)2(22—5z+6)} *
+7j lim |(z —2) z =
e +12(:z-2)(z—-3)]
22 — 52+ 6 — 2(22 — 5)
=2ei i, [ =

zZ
1 - | =
" zb“%[<z+1>2<z—3>]
117y
72

Consideram un cerc I'g : |2| = Rp, domeniul
E={zeC||z| > Ro}

si o functie olomorfa pe domeniul E. Punctul de la infinit poate fi pentru f

punct ordinar, pol sau punct singular esential.

Definitia 10.2
Se numegte reziduul functiei f in punctul de la infinit numarul complex
notat Rezf(oco) definit prin

Rezf(c0) = Qﬂj/f

unde I este un cerc de ecuatie |z] = R cu R > Ry.

Teorema 10.4 In contextul de mai sus este adeviratd formula

Rezf(00) = Rez( 12 (i))“”'

Teorema 10.5 Daca f este o functie care are in CU {oo} un numar finit
de singularitati de tip pol sau singularitate esentiala, tar singularitatile din
C sunt notate aq,as, ..., a,, atunci suma tuturor reziduurilor acestei functii
este nula, adica

Rez f(oco —|—ZRezf ax) = 0.
k=1



Note de Seminar 105

Corolarul 10.1 Daca f este o functie care are in CU {oco} un numar finit
de singularitati de tip pol sau singularitate esentiald, singularitatile din C
sunt notate ai,as, ..., a,, tar C este o curbd netedd pe portiuni, simpld si
inchisa astfel incat punctele ay, as, ..., an se afld in domeniul interior limitat

de aceasta curba, atunci

/ f(2)dz = —2mjRez f(o0).
C

Exemplul 10.5 Si se calculeze integrala complexa:

Z13
dz, C: 42°+ 9y®> — 36 = 0.
/c<z—2>4<z5+3>2 > v

Solutie. Facem notatia
413
(z —2)4(25 + 3)%°

flz) =
Observam ca
(a) punctul z = 2 este pol de ordin 4 al functiei f;
(b) punctele
2 =3 (cos TT o +52k7r + jsin TR +52k7r> ,

ke{0,1,2,3,4}

sunt poli dubli ai functiei f.

Deoarece toate punctele singulare ale functiei f se afla in domeniul interior

limitat de elipsa
2 2
x Y
c: —+==1
9 + 1 ,

este adevarata egalitatea

13 |
/C (z —2)4(25 + 3)2dZ = —2mjRez f(c0).

Pe de alta parte
1 1
Rezf(o00) = Rez <—22f <z>> (0).

1) 1
229 \z)  2(1—22)41+ 3252’

Deoarece
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rezulta ca
1

e <_zl2f C«)) (0= ~1 {%(1 B STEEIH R

In concluzie

2513
dz = —2mj(~1) = 2j.
/0(2—2)4(Z5+3)2 2= —2mj(=1) = 2nj

11 Aplicatii ale teoremei reziduurilor in
calculul unor integrale reale

P
Teorema 11.1 Consideram o functie rationald reala R(x) = QExi astfel
x
incat
(Vz € R)(Q(z) # 0)
grad () — grad P > 2.
Atunci
+00 n
/ R(z)dx = 27TjZRezf(ak), (11.1)
- k=1

unde f(z) = R(z) iar a1, aq, ...an sunt polii functiei f care au partea imagi-

nara strict pozitivd.

Exemplul 11.1 Sa se calculeze integrala

<1
[
oo THH1

1
Solutie. Punctele singulare ale fumctiei f(z) = ] sunt
z
T V22
ZO—COSZ—F]Slnz—?—F]?
37r+ . 3 \/§+ V2
21 = COS — sin — = —— 4+ j—
! 4 Iy 2 772
BT ins V2 V2
29 = COS — sinh— = ——— — j—
2 g I T Ty T
77r+ T V2 V2
= cos — in—=——j—.
23 = o8 -+ jsin - 5 ~ I
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Aceste patru puncte sunt poli simpli iar in semiplanul superior se afla zg si
z1. Conform formulei (11.1)

I =2mj (Rezf(20) + Rezf(z1)) =

1 1 . 20 21 Ty . ™2
7” <4zg> * 4z{>) AN V2

Teorema 11.2 Consideram o functie rationald

R= R(x7y)

astfel incat functia
g(6) = R(sin 6, cos )

este o functie continud pe intervalul [0,27]. Atunci

2m
/ R(sin @, cos 0)dl = / f(z)dz =
0 |z|=1

n
=2mj )  Rezf(ar),
k=1
unde . 2 2.
z¢—1 2z +
- —R ’
1) == (2jz 22 >
ar ay, ag, ...

an, sunt polii functiei f pentru care |ag| < 1, k=1,2,...,n.
Exemplul 11.2 Sa se calculeze integrala
2w
1 0
- / L+cosd
o ©O+4sind
Solutie. Facem schimbarea de variabild z = e7?. Cand 6 parcurge inter-

valul [0, 27], z descrie cercul C': |z| = 1, o singura dat&, in sens direct. Sunt
adevarate egalitatile

el — =39 22 -1
sin 6 = = -
27 25z
e e 241
cosf = = .
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. 1
Pe de alti parte din relatia z = e/? rezultd df = —dz. Integrala devine
jz

1_/ 1+ 25t 1dz_/ L2+l
z=1 5 + 451 jz z1=1 22(22% + 5jz — 2)

25z
2 .
2442241 —j
Punctele singulare ale fumctiei f(z) = sunt z1 =0, 20 = —
8 el f(2) = S o 1 5j7 = 2) ! 277
si z3 = —2j. Toate aceste puncte sunt poli simpli. In concluzie

I =27j (Rezf(z1) + Rezf(z2)) .

Deoarece 2 g . .
2+ 22+
=1 . _
Rezf(0) 250 [Z 22(22%2 + 5jz — 2)] 4
iar
Rezf(1>: lim <z—|—‘7>- & +,Z+ :3 J.
2 2= 2) 4z (z + %) (z + 29) 12
In concluzie
27
I=—.
3
. . o P(z)
Teorema 11.3 Consideram o > 0 gi o functie rationald reald R(x) = Q)
x
astfel tncat
(Vz € R)(Q(z) # 0)
grad () — grad P > 2.
Atunci
+o00 ) n
R(z)e’!“dx = 27erRezf(ak), (11.2)
- k=1

unde f(z) = R(2)e’** iar a1, as,...an sunt polii functiei f care au partea

imaginard strict pozitivd.

Exemplul 11.3 Sa se calculeze integrala

[e%S)
[T
0 ($ +1)2
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Solutie. Functia

este para de aceea

*  cosz 1 [ cosx
I= ——dr = - —dx.
A @+ 12" 2/w0ﬂ+n2x

Notam

*  cosx *  sinz
A= — B= —dx.
/_oo @+ /_oo @ 1”

Observam ca

eldx.

o0 1
C=A+1B = S —
+J me+w

Conform formulei (11.2)

00 1 . ) . _
C= [ e = 2miex(g) ) = we!

1 .
unde g(z) = mejz.

In concluzie
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11.1  Exercitii propuse

Exercitiul 11.1 Sa se calculeze integrala

2
zZ
I = d C: — 1| = 2.
Am%+wx%—4ﬂz’ 2= 1]

Exercitiul 11.2 S se calculeze integrala

I:/ZQGZ%fle, C: 224+ y*+42=0.
C

Exercitiul 11.3 Sa se calculeze integrala

sin z
I = ——d C: = 2.
/C 22(z4+ 1) % 2l

Exercitiul 11.4 Sa se calculeze integrala

21 :
1
I:i/ +smxdx
0o 2+cosx

Exercitiul 11.5 Sa se calculeze integrala

0 $2
I= dz.
/_Oo @2+ D@2 +4)

Exercitiul 11.6 Sa se calculeze integrala

& rsinx
1= dx.
[mm%HXﬂ+®
Exercitiul 11.7 Sa se calculeze integrala

9]
- [T
0 (l‘ +1)3

12 Serii Fourier

Definitia 12.1 Fie L > 0. Sistemul de functii

1 T . X 2nx . 2nx
- —, sin — —, sin —, ...
X cos I S 7 cos I S 7o
(12.1)
nTxr . NI
cos —, sin —, ...
L’ L’

se numegte sistem trigonometric de functii.
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Definitia 12.2 Consideram un sir de functii (g;);en astfel incat, pentru
orice i € N, functia

gi:la,b] = R,

este o functie integrabila Riemann. Sistemul de functii (g;);en se numeste

ortogonal pe intervalul [a,b] daca pentru i # k avem

b
/ gi()gr(z)dz = 0, (12.2)

§i pentru ¢ = k£ avem

b
/ gi(x)gx(x)dx > 0. (12.3)

Teorema 12.1 Sistemul trigonometric de functii este un sistem ortogonal
pe intervalul [—L, L] iar functiile acestui sistem sunt periodice de perioadd

principala comund T = 2L.

Presupunem m # n. Obtinem

L nwT mmx
COS —— COS dr =
L L L

Calcule similare ne arata ca oricum am alege doua functii diferite din sis-

temul trigonometric de functii (12.1), conditia (12.2) este indeplinita.

Pentru n = m avem

L L 1+ cos 2nmx
/ cos2mdm:/ — L —L>o,
s L . 2

L L1 — cos 2nmz
/ siandx:/ Lo,
_r L I 2
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L
/ - =2L>0.
4

Definitia 12.3 O serie de functii de forma

si

—I— Z (an cos + by, sin Zﬂ)

unde (an)neny §1 (bp)nen+ sunt giruri de numere reale, se numeste serie

trigonometrica.

Definitia 12.4 Daca f : [-L,L] — R este o functie integrabila, atunci o

serie trigonometrica ai carei coeficienti sunt dati prin formulele

1 [t 1 [ nwT
= L/L f(x)dx; ap = L/Lf(a:)cos Tda:,

/ f(x)sin wdw

se numeste serie Fourier atagata functiei f fata de sistemul trigonometric,

sau serie Fourier trigonometrica.

Observatia 12.1 Daca f : [-L,L] — R este o functie integrabild, atunci

vom scrie -
+Z (ancos— + by, sin?)
e 1 [E 1 [E nwe
=7 /_L f(z)dz; ap, = /). f(z) cos Tdac;
= i/_]; f(x)sin ?dm.
Observatia 12.2 Daca f : [-m, 7| — R este o functie integrabila, atunci

seria Fourier trigonometrica atagata functiei f este

o0
50 + Z:l (an cos nz + by, sin nx)
n—=
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coeficientii fiind dati prin formulele

I 1 ["
ap = — f(x)dz;  ap = / f(x) cos nxdz;
L - L —
1 /7 .
b, = — f(z)sin nxdzx.
T J—n

Observatia 12.3 Daca f : [0,7] — R este o functie integrabild, atunci

seria Fourier trigonometrica atasata functiei f este

[e.e]
ag
B + Z <an cos
n=1
coeficientii fiind dati prin formulele

2 (T 2 (T 2nmx
ao—T/O f(x)dx; an—T/O f(x) cos T dzx;

2 (T 2
bn—T/O f(z)sin T;zm:dx.

Observatia 12.4 Daca f : [-L, L] — R este o functie integrabila si para,

2nmx b 2nmx
sin ———
T TSR

atunci seria Fourier trigonometrica atagata functiei f este

coeficientii fiind dati prin formulele

2 [t 2 [t
agzL/O f(z)dx; an:L/O f(:z:)cos%dac.

Observatia 12.5 Daca f : [-L, L] — R este o functie integrabila gi impara,

atunci seria Fourier trigonometrica atasata functiei f este

coeficientii fiind dati prin formulele

9 L
by, = L/o f(z)sin ?dm.
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Teorema 12.2 (Teorema lui Dirichlet de convergenta a seriilor Fourier)
Consideram o functie f, periodica de perioada T, care satisface urmatoarele
conditii:

(a) Pe orice interval de lungime T este continua exceptind eventual un

numar finit de puncte de discontinuitate de speta intdi.

(b) Orice interval de lungime T poate fi impartit intr-un numdr finit de

subintervale astfel incat pe fiecare subinterval functia f este monotond.
Atunci:
(A) Seria Fourier este convergentd pentru orice x € [0,T].

(B) Consideram S, suma seriei Fourier pe care o atasam functiei f.

Daca x € [0,T] este punct de continuitate pentru functia f, atunci
S(z) = f(z). Daca x € [0,T] este punct de discontinuitate pentru
functia f atunci

f@+0)+ f(w—0)

S(z) = 5

Observatia 12.6 Fie f : [-L,L] — R este o functie integrabila, pentru
care sunt satisfacute ipotezele din teorema lui Dirichlet. Atunci, pentru

orice punct = in care functia f este continua, avem
[0.9]
f( ) a0+z< n7rx+b . mrx)
T)=— Gy, COS —— sin ——
2 Al L Ly
n—=

unde

1 L
a = /_L flz)dz; ap = 7 f(x)cos Tdac,

1 L
by, = I /_L f(x)sin ?daz.

Daca = € [—L, L] este punct de discontinuitate pentru functia f atunci

z+0)+ f(z—-0) a > nmwx . N7
f( )Qf( ):;+;(ancosL+bnsmL>,
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unde

1 [k I
ap = L/Lf(x)da:; ap = L/Lf(x)cosm;xd:c;

1 L
by = T /_L f(z)sin nLﬂdz.

Observatia 12.7 Consideram o functie

(1)

f:00,7) = R.

Functia f : [0,7) — R poate fi prelungita prin periodicitate pe toata
axa reald, astfel ca prelungirea acesteia, f : R — R este o functie

periodica.

Functia f : [0, L] — R poate fi prelungita prin paritate la intervalul
[—L, L] i apoi prin periodicitate pe toatd axa reala. Astfel intr-o
prim& etapi obtinem functia f : [-L,L] — R care este para si a
carei restrictie la intervalul [0, L] este f si intr-o a doua etapa obtinem
functia ]? : R — R care este periodica si para si a carei restrictie la
intervalul [—L, L] este f.

Functia f : [0,L) — R, pentru care f(0) = 0, poate fi prelungita prin
imparitate la intervalul (—L, L) si apoi prin periodicitate la multimea
R\{(2k+ 1)L | k € Z}. Daca f(0) # 0 atunci prelungim functia
f:(0,L) — R prin imparitate la multimea (—L, L) \ {0} si apoi prin
periodicitate la multimea R\ {kL | k € Z}.

Exemplul 12.1 Sa se reprezinte printr-o serie Fourier trigonometrica functia

periodica de perioada T = 27 data prin

r, —nw<zr<O0

0, 0<x<nm

Solutie. Seria Fourier trigonometrica atagata functiei f este

ao

oo
5 + Z (an cos nz + by, sin nx)

n=1



Note de Seminar

coeficientii fiind dati prin formulele

1 (7 1 [7
ap = — f(@)dz;  ap = / f(z) cos nxdzx;
™ J_x T™J)_x
1 /7 .
b, = — f(z)sin nzdx.
7r

—T

Deoarece,

1 /" 1 (0 1 22 7r
_ = de — ~ de = %0 _ T
ap = — _Wf(x) x ﬂ_/_ﬁ:cx — 5l 5

si pentru orice n € N*

1 ™
apn, + jby, = — f(z) [cos nx + jsin nz]dr =

1" : o
=— f(x)e!™dx = / red™dy =

T J)_r T J)_r

I 1oz
= / x (,e]m> dr =
). \Un

1z Y
_*7(3]”90‘9#— : I Jp —

T™Iin gnm J_ .
— iefjmr o liejna:‘o —
in 7 (jn)? -
=, 1 (= 1 (=1)
- — - 1—(=1)") —
jn +n27r n2m n27r( (=1)") = n
rezulta
0, n =2k
ap = 9
n4m
i
-1 n+1
, (D
n

Pentru orice x € R\ {(2k + 1)7 | k € Z}, obtinem

2
f(z) = —% + —cos T+

e 9 (_1 n+1 .
+ngl ((2’)7,—}—1)27'( COS (271"— 1)[13 —+ TSID nac) .

116
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Exemplul 12.2 Sa se reprezinte printr-o serie Fourier trigonometrica functia

periodica de perioada T' = 2L data prin
flx)=2% =x€[-L, L]

Solutie. Functia f este para deci seria Fourier trigonometrica atagata

functiei f este
o0
% + Z apn, COS n%
n=1
coeficientii fiind dati prin formulele
2 [k 2 [k
ag = L/o f(x)dz; ap = L/o f(zx) cos Txdaz.

Deoarece

2 L 2 L
—Zn—x2sm?€—za ; sin L 9 dy =
4 [F ( L mr:v)'
=—— x| ——cos— | dx =
nm Jo nm
4L nrx . 4L [*  nmx
= 5 T8 E 22 J, 0s —dz =
412 AL L . nmx, 4L
= 2z U T S S e = s ()

Pentru orice x € R obtinem

L AL (-
=3 o D cos ——.

n—=

f(z)
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Exemplul 12.3 Sa se reprezinte printr-o serie Fourier trigonometrica functia

data prin )
sinz
fla) = 5+ 3cosz’

Solutie. Functia f este periodica avand perioada T = 2w, este continua

iar seria Fourier trigonometrica atasata functiei f pe intervalul [0, 27] este
a (o]
?0 + Z:l (an cos nz + by, sin nx)
n—=

coeficientii fiind dati prin formulele

1 2 1 2w
ap = / f(z)dz; a, = / f(z) cos nxdx;
0 0

T
1 2

by = — (x)sin nzdz.
T Jo

Facem schimbarea de variabild z = ¢/*. Cand  parcurge intervalul [0, 27],

z descrie cercul C' : |z| = 1, o singura data, in sens direct. Pentru orice
n € N* avem )
) 1 T sinx .
ap + jbn = — ——/"dr =
m™Jo O+ 3cosw

2
z°—1
2z n 1

1

_ _ % n
7r/|z|_1 54357 jz

1 2 n—1
__1 / g;)dz
™ |z|=1 3z 4+ 102+ 3
1 (22 —1)z"t

1322+ 102+3

1
gsunt z = —3 §i z = —— ambele fiind poli simpli. Punctul z = —3 se afla in

Consideram functia g(z) = Punctele singulare ale functiei

domeniul interior limitat de cercul C iar punctul z = —3 se afla in exterior.

De aceea .
an + jby, = 2mjRez g <—3>.
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Pe de alta parte

s (4) -y (3]

_ 1 im - z 1 (22— 1)
B <+3>3(z+§)(z+3)

1 [(2% — 1)z"‘1] B
Wz—)—% L 3(Z+3) -

In concluzie ( )n+1
. . 1 2(-1
an + jb, = 2mjRez g <—3> = ]W

de unde rezulta
2(—1)"*!

Up = 07 bn = 3n+1

La fel procedam pentru a calcula coeficientul ag:

22—1

1 27 : 1 —_— 1
A (R
m™Jo OS+3cosw T J|z|=1 5+3Z2§1 jz

1 / 22 -1 J
= —— Z.
™ |z|=1 2(32’2 + 10z + 3)
1 22 -1

Consideram functia h(z) = . Punctele singulare ale functiei

7 2(322 + 102 + 3)

1
hsunt 2z =0, 2 = -3 i 2= —3 toate fiind poli simpli. Punctele z = 0 si

1
z = ~3 se afld iIn domeniul interior limitat de cercul C iar punctul z = —3

se afla In exterior. De aceea
1
ag = 27j |Rez h(0) + Rez h <—3>} :

Deoarece i
Rez h(0) = lim zh(z) = —

z—0 3T
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iar .
Rez h (—) = lim [(z + ) h(z)] =
z——3% 3
i ( N 1) 22 —1
= —— lim z+ = =
Tyl 3)32(z+3)(2+3)
21 1 i-1 1
= —_—— m — = —— = —_——
P EGE  wE( ) (19
rezulta

ao = 27 [Rez h(0) + Rez h (—é)] — 9mj [1 - 1] — 0

Deducem céa pentru orice x € R avem

Exemplul 12.4 Si se reprezinte printr-o serie Fourier trigonometrica de
sinus functia
m
z 0<z < =
’ - 2

T —x, <z<mT

™
2
Solutie. Pentru a obtine o o serie Fourier trigonometrica de sinusuri

prelungim prin imparitate functia f la intervalul [—, 7]:

T

—m—xz, —nT<x< <

2

T T

T) = T —<zr< =

fla) =1 a, S <u<l
T

T™—x, §§x§7r



Note de Seminar 121

coeficientii fiind dati prin formulele

2 ™
= / f(z)sin nzdx =
T Jo

2 (2 2 (7 .
=— zsin nxdr + — [ (7 —x)sin nzdr =
0 ™

™ jus
2

I ( 1 )l
= / x| ——cos nz | dz+
m™Jo n
2 [T 1 !
/ (m—x) (—cos mc) dx =
T % n

2 = 2 3
= ——2Cos nx‘g + — cos nxdr—
nmw nm Jo

2 2
——(m — x) cos na:‘ * —— [ cos nxdr =
nmw 2 nm
T nmw ) z
= ——— — + ——sin na|§+
nm 2 2 nTn
2w nm 2 x
+-—cos—- — ——sin nx‘g =
nm 2 2 n4m 2
2 . nmw n 2 . onm 4 . nw
= —sin— 4+ ——sin — = ——sin —.
n2 2 n2m 2 n2m 2

In concluzie, pentru orice x € R avem

o0

4 1
flx) = = Z:l 2 sm%sm ne.
n=

12.1 Forma complexa a seriilor Fourier

Consideram o functie periodica f de perioada T = 2L, astfel incat sunt

satisfacute ipotezele din teorema lui Dirichlet.

Pentru orice punct x in care functia f este continua, avem

o0
—?OqLZ(ancos + by, sin?),

n=1
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ag = L/L flz)dz; ap = L/L f(x) cos Td»’v;
1 (L
b, = 7/, f(x)sin nLﬂd:E.
f(z) = @—Fi <a cosw—i-b sin@)
= 2 pan n L n L
90 [k (B ) b, ()
n=1
a 1 & j
0 jnmx . —J R
- 2*2; (" (an = gbu) + ¢ (an + )|
Avem L E o ot
an ]bn—z f(l/) (COST—j&nT) dy =
L
1 L —jnmy
—— d
I/, (y)e y
si
. 1 L nmy . . Ny
an+]bnzz f(y)<COST+]51nT>dy=
L
1 L inmy
== [flyer dy.

122
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Obtinem
. @ 1 s jnmx s x . -
f(x)_ 9 +2;[6 L (an ]bn)+e L (anJF]bn)}_
1 L
=), f(y)dy+

1 [ 1 o~/ i
jnmx —Jjnmy
=g [ S g (T [ s )+
1 <~/ i
+2L2(e% [ 1we JL‘“’dy)—
1 = jnmTx
E Cp-€ L
—o0
unde
L pe™ay, nez
Cp = — e n

12.2 Exercitii rezolvate

Exercitiul 12.1 Sa se reprezinte printr-o serie Fourier trigonometrica functia
periodica de perioada T' = 27 data prin

1, —m<z<0

0, 0<z<m

Solutie. Seria Fourier trigonometrica atagata functiei f este

oo
% + Z (an cos nx + by, sin nx)

n=1
coeficientii fiind dati prin formulele

s 1 T
ap = — f(@)dz;  ap = / f(z) cos nxdzx;

T ™) _n

1 ™
b, = — f(z)sin nzdx.
™ —T



Note de Seminar 124

Deoarece,

I I 1
aoz/ f(a:)dm:/ der =—m=1
T TJ s

—T

si pentru orice n € N*

1 ™
an, + jb, = = f(x)[cos nx + jsin nz]dr =
—T

1 s 0

. 1 4
== f(x)e!" dx = / eI dy =
T

T J—x -7

=L Lo L ginmy 2

TIin jnm
J n
=——(1-(-1
L - (-,
rezulta
anp =0
si )
b,=— ((=1)" -1
= (- - 1)

Pentru orice x € R\ {k7 | k € Z}, obtinem

flz) = %—I-Z = ((=1)™ —1)sin nx.
n=1

nm
Exercitiul 12.2 Sa se reprezinte printr-o serie Fourier trigonometrica functia
periodica de perioada T' = 27 data prin

1+2z2, —m<2<0
0, 0<x<m
Solutie. Seria Fourier trigonometrica atagata functiei f este

o0
% + Z (an cos nx + by sin nx)

n=1
coeficientii fiind dati prin formulele

s 1 T
ap = — f(@)dz;  ap = / f(z) cos nxdzx;

T ™) _n

1 ™
b, = — f(z)sin nzdx.
™ —T
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Deoarece,

e 1 0 1
ap = — f(:c)d:zrz/ (1+22)de=1+-24" =1—n
- ™ T

™ —T

si pentru orice n € N*

1 s
an + jb, = = f(x) [cos nx + jsin nx]dx =
—T

1 " inT 1 0 jnT
=— f(z)e! de = — (14 2z)e!"*dx =

T T )

0 /
_ 1L nap 2 / o[ Lone) gy —
Tin T ). \Un

. 2 (U
ejm" 0_7r - ™" dy =
gnm J_x

1 2 x
=—(1—-(=1)" -
jm( ( ))+7rjn

j 2 .2 1
= L (- e 2 e

J n
=L (=" -1 - —
mr(( ) )+ Jn +n27r n2m
1 2(—1)tt 2
(=1 —1 1—(=1D"
J o (= 1)+ 2 1= (-,
rezulta )
n=—(1—-(—1)"
an = — (1= (-1)")
si
1 (=1t
bp=—((—-1)" -1
— (1) - 1)+

Pentru orice x € R\ {kn | k € Z}, obtinem

fla) =2 S [nfﬂ (1= (=1)") cos na+
n=1

+ (-1 2(_;“) sin

Exercitiul 12.3 Sa se reprezinte printr-o serie Fourier trigonometrica functia

periodica de perioada T = 2L data prin
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Solutie. Functia f este para deci seria Fourier trigonometrica atagata

functiei f este

o)
a + Z nmTxr
— Qap COS ———
2 " L
n=1

coeficientii fiind dati prin formulele

2 [F 2 [F nwT
ap = L/o f(z)dz; ap, = L/ f(z)cos wa.

Deoarece

2/L2 223, 2L?
ap = — rdr = ——|¢g = —
0 L3

L

i pentru orice n € N*

2 [F 2 [*
an:L/O f(:c)cosnzxd:c:L/o x%:os%da?:

2 [F L '
:L/o x2<msinnzx> dr =

2 L . nrx;, 2 L L . nmx
= ZE.TQ SIHT 0 — Lm/o Sin TZxdw =
4 (L < L nwx)
= —— ——cos— | dz =
nT Jo nmw L
4L nmx,, 4L [F nL L
= —5 5T Cos 7 ‘0 22 J, cos —dx =
4172 AL L nrx 4L?
= =55 E=D)" 2 2, S ‘OL: 5 (—=1)"
nAm nemé nmw nem

Exercitiul 12.4 Sa se reprezinte printr-o serie Fourier trigonometrica functia

data prin
sinx + cosx

flw) = 54+ 3cosz
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Solutie. Functia f este periodica avand perioada T' = 2w, este continua

iar seria Fourier trigonometricd atasata functiei f pe intervalul [0, 27| este

o0
% + Z (an cos nx + by sin nx)

n=1
coeficientii fiind dati prin formulele

1 2m 1 2m
ag = / f@)dz; an = / f(x) cos nxdz;
0 0

™

1 27
b, = — (x) sin nzdz.
T Jo
Facem schimbarea de variabild z = e/*. Cand x parcurge intervalul [0, 27],
z descrie cercul C' : |z| = 1, o singura data, in sens direct. Pentru orice

n € N* avem

1 [ sinx +cosz
— " =
0

TR
tn 7+ J0n T 54 3cosz
221 4 2241 1

1 -
T Jjg=1 54354 J2

1 2(14+j) 45— 1)z"!
_ / A+ +j -1
|z|=1

T 322+ 102 +3

1 (221 +j)+j— 1)1

Consideram functia g(z) = — 322 + 105 1 3 . Punctele singulare

ale functiei g sunt z = —3 gi z = —3 ambele fiind poli simpli. Punctul
1

z= —3 se afla In domeniul interior limitat de cercul C' iar punctul z = —3

se afla in exterior. De aceea

1
an + jby, = 2wjRez g <3>
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Pe de alta parte

wea (3)- (oo -

I 2 . . n—1
_ <z+1> (2 (1+J)1+] 1)z _
T o1 3 3(z+§) (z+3)
M(,2 . s n—1
_ 1 [EA) -1 ]_
7Tz—>—% L 3(Z+3)

™ 3(-1+3) ~ m3ntl

1(5A+j)+7-1) ()" 5y (1)t ( 5 )

In concluzie

. . 1 —ntl /5
ap, + jbn, =2mjRez g <—3> = (3n)+1 <2] + 2) )

de unde rezulta
5 ( -1 ) n+1

2(_1)n+1
=y g BECa

bn = gn+1

La fel procedam pentru a calcula coeficientul ag:

2_ 2

1 2”8in:1;+cosa:d 1 Zgjzl‘F% 1d B
“W=% )y B+3cosz T x sl ja
T Jo + 3cosx T Jjzl=1 5435 2

1 2(1 47 —1
/ 2Z(14+7)+7 i

7 Jjmr (322 + 102 + 3)

1204+ -1
7 2(322+ 102+ 3)

Consideram functia h(z) = Punctele singulare ale

1
functiei h sunt z = 0, z = =3 g1 z = —3 toate fiind poli simpli. Punctele
1
z=0sgilz= —3 se afla in domeniul interior limitat de cercul C iar punctul
z = —3 se afla In exterior. De aceea

ag = 2mj | Rez h(0) + Rez h <—;>} :

Deoarece

1_
Rez h(0) = lim zh(z) = J

z—0 3
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iar
Rezh(—1) = 1 + D) hz
—— ) = lim - =
ez 3 i, z 3 z
1 1\ 221+ +j—1
L [(ee ) eaeio]
Tyl 3 3z(z+§)(z—|—3)
1 22A+j)+5i-1 1 5
= —— lim =——1(1—=j
T 21 3z(z+3) 3 4
rezulta

1
ap = 27y [Rez h(0) + Rez h (—3)] =
Ti-5 1 5.
= 2m] [377 ‘&r(l‘ﬂﬂ—

(5]
“3 T )T T

Deducem ca pentru orice x € R avem

o] _1\n+1 _1\n+1
f(ﬂv):—l—i-Z[E)(l)cos nx+2( D

2'3n+1 Wsln ’n,.fl',':| .
n=1

Exemplul 12.5 Sa se reprezinte printr-o serie Fourier trigonometrica de
sinus functia

™
x, 0§l‘<§

T™—x, <z<mT

il
2
Solutie.

Pentru a obtine o o serie Fourier trigonometrica de sinusuri
prelungim prin imparitate functia f la intervalul [—7, 7]:

;

T
—-m—x, 7Tzl —
T T
T) = T —— <<=
f@)=A = S <w<?
T
T™—x, §§$§7r

Seria Fourier trigonometrica atasata functiei f este

o0
E b, sin nx
n=1
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coeficientii fiind dati prin formulele

2 ™
by, = / f(z)sin nzdx =
T Jo

2 [z 2 [T
:/ x sin nxd:c—i—/ (m — z)sin nxdr =
0

T i T
2

2 [z 1 !
= / x| ——cos nz | de+
™ Jo n
2 [T 1 !
/ (m—x) (—cos n$> dx =
Y g n

2 s 2 3
= —— 7T Cos nx‘g + — cos nrdr—
nm nmw
2 2 [T
——(m — x) cos nx‘} — — [ cos nzdr =
nm 2 nm %
2w nm n 21 g+
=———cos— + ——sin nw
2 2 0
27 nm 2
+——cos — ——sin mc‘w =
nm 2 2 n4m
2 nmw n 2 nm 4 nmw
= ——sin sin = sin
n2m 2 2 2 n2m 2
In concluzie, pentru orice z € R avem
o0
4 1 . nm .
flx)=— E — sin —-sin nz.
s n 2
n=1

12.3 Exercitii propuse

Exercitiul 12.5 Sa se reprezinte printr-o serie Fourier trigonometrica functia

periodica de perioada T' = 2 data prin

z, O<ax<l1

Exercitiul 12.6 Sa se reprezinte printr-o serie Fourier trigonometrica functia
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periodica de perioada 1" = 27 data prin

sinz, O<z<m
0, T<x<27w

Exercitiul 12.7 Sa se reprezinte printr-o serie Fourier trigonometrica functia

periodica de perioada T = 2L data prin
(a) f($) =T, TE (_LvL]

(b)  f(z) =22, =x¢c(0,2L]

Exercitiul 12.8 Sa se reprezinte printr-o serie Fourier trigonometrica functia

data prin )

T 5_4dcosz

f()

Exercitiul 12.9 Sa se reprezinte printr-o serie Fourier trigonometrica de
sinusuri functia
flz) =z, x€][0,m).

Exercitiul 12.10 S&i se reprezinte printr-o serie Fourier trigonometrica de
sinusuri functia

fx)=2% =x€]0,L).

Exercitiul 12.11 Sa se reprezinte printr-o serie Fourier trigonometrica de
cosinusuri functia

flx)=¢€*, x€]0,L].

Exercitiul 12.12 S&i se reprezinte printr-o serie Fourier trigonometrica de

cosinusuri functia

T T

_ 0< < —

3 =ts3

2
f@=30 ~F<e<T
T 27T< <
—=, o <z<mw

3 3 =
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13 Integrala Fourier

Teorema 13.1 (Formula lui Fourier)
Fie F : R — C o functie care satisface conditiile lui Dirichlet pe orice

interval de lungime finita si astfel incat, in fiecare punct ¢ de discontinuitate,

F(c) = % [F(c—0) + F(c+0)].
Daca oo
| r@e < o,
atunci
+oo /oo , A
F(¢) = ;T/_ </_ F(n)e—ﬂ”’dn> eI d. (13.1)

Observatia 13.1 Formula (13.1) se numeste formula lui Fourier, iar inte-

grala dubla din formula lui Fourier se numegte integrala Fourier.

13.1 Forma reala a integralei Fourier

Teorema 13.2
Fie F : R — C o functie care satisface conditiile lui Dirichlet pe orice

interval de lungime finita si astfel incat, in fiecare punct ¢ de discontinuitate,
1
F(c) = 3 [F(c—0)+ F(c+0)].
Daca

+o0o
/ [F(©)]de < oo,

—00

Fe) -1 | - ( / " Fln) cosa(e - n)dn> dr.  (132)

atunci
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Demonstratie.
1 +o0 +oo ) )
FO =g [ ([ Fean) e -
27T —0o —0o0
1 +o00 +oo
— </ F(n)cosz(§ — n)dn) dx+
27T —00 —0oQ
j +oo +oo
Py (/ F(n)sinz(§ — n)dn> dz =
T J—c0 —00

i/om (/_:o F(n)cosz(§ — n)d77> de.

Observam ca formula (13.2) poate fi scrisa

ACEE| +°° ( / " Fin) cosa(e - n)dn) d =

™ —00

1 “+o0o +oo

/ cos x€ (/ F(n) cos xndn) dz+
™ Jo —0o0

1 “+o0o +0o0

/ sin x€ (/ F(n)sin :cndn) dx.
™ Jo —o0

Daca functia F' este para atunci

F(¢) = 2 /+oo cos x€ < - F(n) cos xndn) dx,
0 0

™

iar daca functia F' este impara atunci

2 +oo +oo
F) = / sin x€ < F(n)sin xndn) dx.
T Jo 0
Daca facem notatia
1 oo ,
x) = —— F(n)e 7*"dn,
fla) = <= [ Py

133

(13.3)

(13.4)

(13.5)
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atunci conform formulei (13.1) avem

+oo .
Pe) = \/12? /_ (@) da. (13.6)

In formula (13.5), avem transformata Fourier f a functiei F, iar in formula

(13.6), avem transformata Fourier F' a functiei f.

Se mai face notatia
si

Daca functia F' este para si facem notatia

+oo
\/7/ ) cos xndn, (13.7)

atunci, conform formulei (13.3) avem

F(¢) = \/E/OJFOO f(z) cos xédx. (13.8)

In formula (13.7), avem transformata Fourier f a functiei F, iar in formula
(13.8), avem transformata Fourier F' a functiei f.

Daca functia F este impara si facem notatia

2 [t
= \/7/ F(n) sin zndn, (13.9)
T Jo

atunci conform formulei (13.4) avem

+o0
\/7/ ) sin z€dx. (13.10)

In formula (13.9), avem transformata Fourier f a functiei F', iar in formula

(13.10), avem transformata Fourier F' a functiei f.

Exercitiul 13.1 Sa se rezolve ecuatia:

11—z, z€]0,1]

/ F(n)coszndn =
0 0, z > 1.
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Solutie. FEcuatia de mai sus este echivalenta cu

2(1-z), z
\/Z/OOO F(n) coszndn = \/;(1 : =0

0, z > 1.

\/2(1—90), ze0,1]

0, x> 1.

Facem notatia
flx) =

astfel ca ecuatia devine de forma (13.7):

+00
(z) = \/7/ n) cos zndn.

Conform relatiei (13.8) rezulta

\/>/+Oo ) cos xédx =

2 1 cos§
T £2

= 2/ (1 —z)cosxldx =

T Jo
14 Transformata Laplace

Definitia 14.1 Functia f : R — C se numegte functie original daca
(1) (vt € (—00,0))(f(t) =0)

(2) Pe orice interval de lungime finita functia f are cel mult un numar

finit de puncte de discontinuitate, iar acestea sunt de speta Intai.

(3) (3M > 0)(3po > 0)(¥t € R) (|f(1)] < Memt)

Definitia 14.2 Fie f o functie original. Se numeste transformata Laplace
a functiei f (imaginea prin transformarea Laplace a functiei f), functia
F: D C C— C definita prin

= /oo f(t)e stdt, (14.1)
0

unde
D={seC|Res>po}.
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Observatia 14.1 Functia F': D C C — C definita in relatia (14.1) verifica

inegalitatea

s e D) (1)1 < o)

Re s — pg

Intr-adevar, avem:

oI [T rocta< [T e <

oo (o.¢]
< / Mepot . e Restt = M / elPoRes)l gy —
0 0

M

M M
im e Re s — o

_ pg—Res)t‘ b _
po — Res b—oo 0

Notatia 14.1 Notam functia F': D C C — C definita in relatia (14.1) prin

F(s) = L(f(£))(s)- (14.2)

Numarul pg se numeste indicele de cregtere al functiei f. Avand transfor-
mata Laplace F'(s) = L(f(t))(s) corespunzatoare functiei original f, putem
determina functia f si notam operatia de trecere de la imagine la original
prin

F(t) = L7 (F(s)(0). (14.3)

Se mai utilizeaza notatia
J(t) = L(f(#))(s).

Exemplul 14.1

Consideram functia unitate a lui Heaviside

0, t<0,

1
t) = — t=0
n(t) 5 :
1, t>0

Functia 7 este o functie original si are indicele de cregtere pg = 0. Din

Definitia 14.2 rezulta, ca pentru s € C astfel incat Res > 0, avem

£l (s) = | " (et = / et =
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deoarece
’efsb‘ — efRes b
iar
lim e Resb — (.
b—o00

Observatia 14.2 Deoarece prima conditie din Definitia 14.1 nu este in gen-
eral indeplinita, in calculul transformatei Laplace, vom considera ca orice
functie

f:R=>C

este In prealabil inmultita cu functia 7 si notata apoi tot cu f.

Exemplul 14.2 Consideram A € C si functia
ft)y=eM, teR.

Functia f este o functie original si are indicele de cregtere pg = max{0, ReA}.

Din Definitia 14.2 rezulta

Propozitia 14.1 Daca f si g sunt functii original iar o € C, 8 € C atunci

Llaf(t) + Bg(t)] (s) = aLlf()I(s) + BLIg(#)](s)-

Propozitia 14.2 Daca f este o functie original iar o > 0 atunci

Ll () = ~clf] (2).

Q

Propozitia 14.3 Daca f este o functie original iar A € C atunci

LIENF(D])(s) = LIF)] (5 = A).
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Propozitia 14.4 Daca f este o functie original iar F' este transformata

Laplace a functiei f, atunci pentru orice n € N* qvem

Propozitia 14.5
Fien € N* si f o functie original, astfel incat derwatele f, f”, ..., f) sunt

de asemenea functii original. Presupunem cd

£(0), £(0), ..., f"D(0)

sunt limitele la dreapta in origine ale functiilor

fof s 7,
Daca F este transformata Laplace a functiei f, atunci

LIFM0)(s) = s"F(s)~

= (") + 5" 27(0) + e+ ().

Propozitia 14.6 Daca f si g sunt functic original iar F gi G sunt trans-

formatele Laplace ale functiilor f si g, atunci

LI(f+9)(®)](s) = F(s)G(s),

unde

(f*xg)(t / f(r)g(t —71)d (14.4)

Observatia 14.3 Operatia definitd in relatia (14.4) se numeste produs de

convolutie al functiilor f si g.

Fie A € C, a > 0 gi n € N*. Urmatorul tabel contine transformate Laplace
calculate cu ajutorul definitiilor si rezultatelor de mai sus:

n(t) +— 3

1
Y’

“—
€ s— A
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cos at<—>ﬁ
s+«

(0%

sin Othﬁ
s+«

n!

n —_—
e Sn—‘rl

Exercitiul 14.1 Sa se rezolve problema Cauchy

a"(t) — 62" (t) + 112/ (t) — 62(t) = ¥
(14.5)

Solutie. Consideram
x(t) «— X (s).

Conform Propozitiei 14.5 rezultd
2" () «— 53X () — (s22(0) + s2/(0) + 2”(0)) = X (s) — 1
(1) < 52X (s) — (s2(0) + 2'(0)) = 52X (s)
2'(t) > sX(s) — 2(0) = sX(s)

Aplicand transformata Laplace ecuatiei diferentiale din (16.29) obtinem

ecuatia operationala

1
X(s) (s> =65 +11s — 6) — 1 = 1
si mai departe )
X —_
() (s—1)(s —2)(s —4)
Deoarece - - -
X(s) == - = -
() =357 352 657
rezulta . . .
x(t) = get - ie% + 6e4t.

Exercitiul 14.2 S3 se rezolve ecuatia integrala

F(t) = sint — /0 (t — 7)f(r)dr. (14.6)
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Solutie. Consideram

ft) = F(s)
Din (16.28) rezulta
1 1
B =gy oz
si mai departe
2
F(s) = .
Notam ¢(t) = cost. Deoarece
cos t +— ——,
s2+1

obtinem

F@&)=(g=*9g)() :/0 cos T cos(t — 7)dr = % (sint + tcost).

Exercitiul 14.3 Sa se rezolve problema Cauchy

2" (t) — 32" (t) + 22/ (t) = cost
(14.7)

Solutie. Consideram
x(t) +— X (s).

Conform Propozitiei 14.5 rezulti
2" (t) «+— s3X(s) — (s?z(0) + s2’(0) + 2”(0)) = s3X(s) — 1
2"(t) +— s2X (s) — (s2(0) + 2'(0)) = s X (s)
/(1) «— sX(s) — 2(0) = sX(s)

Aplicand transformata Laplace ecuatiei diferentiale din (14.7) obtinem ecuatia

operationala
X(s)(33—332+28)—1:82j_1
si mai departe
?+s+1
X(s) = .
) = oG-
Deoarece
11 3 1 7 1 1 3s+1
X(s)=-.-—2. S T
e A M e TAPSs R TR b
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rezulta .
1
el + —e?!

% (3cost +sint).

1
2

Exercitiul 14.4 Sa se rezolve ecuatia integrala

t
1 —cost = / sh(t — 7)x(7)dr. (14.8)
0
Solutie. Consideram
z(t) «— X (s).
Din (14.8) rezulta
1 s 1 1 1 ()
s 8241 2\s—1 s+1
si mai departe
X(s) s2—1
s) = .
s(s?+1)
Deoarece ) )
s
X(s)=—17+ 55—
() s 241

rezulta ca

Exercitiul 14.5 Sa se rezolve sistemul
¥ =r—y—=z2
y'=—x+y—=z (14.9)
=—r—y+z

stiind ca
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Aplicand transformata Laplace fiecarei ecuatii din sistemul (14.9) obtinem
sistemul
s2Y (s) = —X(s) + Y (s) — Z(s) (14.10)

s2Z(s) = —X(s) = Y(s) + Z(s)
care este echivalent cu

X(s)(s2=1)+Y(s)+Z(s)=s
X(8)+Y(s)(s2—=1)+Z(s)=0 (14.11)
X(8)+Y(s)+Z(s)(s*>-1)=0

Determinantul sistemului de mai sus este

-1 1 1
A=|1 s2—-1 1 = (s* 4+ 1)(s* — 2)*
1 1 s2—1
Obtinem
s 1 1
53
X()= |0 -1 1 NECEDICED
0 1 5?2 —1
Deoarece

X(s)= 2. " +1< + )
§) = —+ — — .
3 2+1 3 \s-v2 si2

rezulta ca

1 1 1
x(t) = 3 cost + ge‘@t + ge_ﬁt.

Analog calculam Y (s), Z(s), y(t), z(t).
Sa se calculeze functia

*  sintx
= | — .
£(t) /O Crrda >0
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Solutie. Calculam transformata Laplace pentru functia f:

£{fne - [ " fyetat =

[ ([ )
[ (] ) -

= /OOO M (/Ooo sin(tm)e_Stdt> dx =

/Oo 1 T d /Oo 1 1
= . T = .
o x(z?2+a?) 22+ 52 0 x24a? a2+ s?

1
= 527{7’ (Rez g(aj) + Rez g(sj)),

unde am considerat s > 0 si

Obtinem

In concluzie

F(t) = 2%2 S(1—emhy.

Exercitiul 14.6 Sa se rezolve problema Cauchy

a"(t) — 62" (t) + 112/ (t) — 6x(t) = et

dr =

143

(14.12)
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Solutie. Consideram
x(t) +— X (s).

Conform Propozitiei 14.5 rezulta
2" (t) +— $3X(s) — (s*z(0) + s2’(0) 4+ 2"(0)) = *X (s) — 1

2" (t) +— 2 X (s) — (sz(0) + 2/(0)) = s2X(s)

Z'(t) «— sX(s) — z(0) = sX(s)
Aplicand transformata Laplace ecuatiei diferentiale din (16.29) obtinem

ecuatia operationala

1
X 36524+ 11s—6) —1=
(s) (s s+ 11s — 6) po)
si mai departe )
X
e P Y Py
Deoarece L1 L1 -
X(s) == - = -
©)=35-1 252 6son
rezulta . . .
x(t) = get - 56% + 664t'
Exercitiul 14.7 Sa se rezolve ecuatia integrala
t
(1) = sint — / (t — o) (r)dr. (14.13)
0
Solutie. Consideram
f(t) «— F(s)
Din (16.28) rezulta
1 1
Fo) =y ~Fla
si mai departe
§2
F(s) = —.
)= e
Notam g¢(t) = cost. Deoarece
cos t «—— —5—,
5441

obtinem

f(t)=(g=*9g)(t) :/0 cos T cos(t — T)dT = % (sint + tcost).
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14.1 Exercitii propuse

Exercitiul 14.8 Sa se rezolve problema Cauchy

2"(t) + 62/ () + 9z(t) = 9e3t

(14.14)
z(0) = 2/(0) = 0.
Exercitiul 14.9 Sa se rezolve problema Cauchy
2" (t) — 32" (t) + 22/ (t) = e'tcost
(14.15)
z(0) =2'(0) =0, 2"(0)=1
Exercitiul 14.10 S&i se rezolve ecuatia integrala
t
t3 = / (t — )2 f(T)dr. (14.16)
0

15 Ecuatii cu derivate partiale de ordinul al doilea

Vom considera ecuatii cu derivate partiale de ordinul al doilea liniare de

forma

9%u 9%u 0%y

(15.1)
ou ou
d ) a ) a. 07
td(z,y) 5 +ele y)ay
unde functiile a, b, ¢, d, e sunt continue pe o multime deschisa D C R? jar

u:D—R

este o functie necunoscuta, astfel incat u € C?(D).

Consideram schimbarea de variabila

§=¢(2,y),
(15.2)
n = n(z,y).
Transformarea inversa este
x=z(§,1),

y =y n).
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Notam cu @ functia definita prin relatia

a(&,n) = u(x(§,n),y(&n)).

Relatia (15.3) este echivalenta cu

u(,y) = a(é(z,y),n(z,y)).

Din relatiile (15.2) si (15.4) rezulta
0 ou 0¢ o0u O
U u  0¢ i u  On

%:875.8:1: 8717‘835
Ou _ ou 0f  ou 0On
oy 0 oy on Oy

si mai departe

+

0%u a’la.<ag>2+ o%u on 0 o 9%

02 0 \ox) Tonoe oz oz T 9€ 022

o¢on oz oz o’

0% 0¢ o a?a.<an>2+aa %

* ox) " on 022

on  Ox2

Pu 0 9¢ 0 | Pu oy 96 du 9%

oy 0z 0y 0 dwdy

8$8y_87§2'8x.8y

a9 dn  9%u oy on  da 9%

oon 0z Oy o 0w oy oy ozdy

o0&

u_ o (06\', Pu oy o¢ 0i o€,
Jy ono§ 0y oy 0 0y?

=41

+

o€ an+a2a <an>2+8a %

62
oton oy oy " on* \oy)  on oy

146

(15.3)

(15.4)

(15.5)
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In concluzie

9%u a?y(ag)Q 28211 o¢  on a?a_<6n>2+

a2~ 02\ ow

oon oz oz on?

ou &€ 9

Yo 02 "oy a2

Pu & 96 9 Pu _(an_ag+a§‘an>

droy € oz oy T ocon \ox oy Tox oy

(15.6)
L0 o oy 0u 0 on oy
on? Ox 9Oy 0¢ 9Oxdy On 0Oxdy
y?  9¢2 \dy acan dy 9y I \dy
ou 0%  ou 9
0§ 9y*  On Oy*
Consideram urmatoarea ecuatie diferentiala de ordinul intai:
a(z,y) (v)* = 2b(, y)y’ + c(z,y) = 0. (15.7)

Ecuatia (15.7) se numegte ecuatia caracteristica. Notam
§=1b*—ac.

In functie de semnul lui § distingem urmatoarele tipuri de ecuatii:
(1) Ecuatii de tip hiperbolic pentru § > 0.
(2) Ecuatii de tip parabolic pentru § = 0.
(3) Ecuatii de tip eliptic pentru § < 0.

(1) In cazul ecuatiilor de tip hiperbolic solutia ecuatiei (15.7) este de forma:

{ f(x,y) =a
77(357y) = C2.
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Vom face schimbarea de variabile
£ =¢&(x,y)
n=n(z,y)

Inlocuind in ecuatia (15.1), derivatele (15.5) si (15.6), obtinem forma canonica

a ecuatiei (15.1):

0% ot ot
S ea§m) - G2+ Ailgm) - 5o =0.

aEom ¢ an

(2) In cazul ecuatiilor de tip parabolic solutia ecuatiei (15.7) este de forma:

{(z,y) =c.
Vom face schimbarea de variabile
§=¢&(z,y)
n=ux,
sau
§=¢&(x,y)
n=y.

Inlocuind in ecuatia (15.1), derivatele (15.5) si (15.6), obtinem forma canonica
a ecuatiei (15.1):

021 ot ot
a—;; +eal&,m) 84; + fa(&,m) - 6%7‘ — 0.

(3) In cazul ecuatiilor de tip eliptic solutia ecuatiei (15.7) este de forma:
{ (z,y) +in(z,y) =c

§(z,y) —gn(z,y) =@
Vom face schimbarea de variabile

§= §(a:,y)

n=n(z,y)
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Inlocuind in ecuatia (15.1), derivatele (15.5) si (15.6), obtinem forma canonics
a ecuatiei (15.1):

*u 0% o O

o, 7" 22 =0,

oez e Teslem - G+ fsl&m) - 5

16 Exercitii rezolvate

Exercitiul 16.1 Sa se determine solutia ecuatiei cu derivate partiale de

ordinul al doilea

9%u 9%u 0%u

2— —T7T——+4+3-— =0 16.1
Ox? Oxdy + Oy? ’ (16.1)
care verifica urmatoarele conditii
u(0,y) = 9y,
ou
—(0,y) = y°.
5 (0¥ =Y

Solutie. Din ecuatia caracteristica atagata ecuatiei (16.26)
2(y)2 + 7y +3=0
< r ., . e ..
rezulta y' = —; 8y = —3. Obtinem familiile de solutii
x + 2y = Ch,

3$+y:02.

Consideram schimbarea de variabila

§=x+ 2y,
(16.2)
n=3z+y.
Transformarea inversa este

1 2

T = —55 + 5

3 1

y= 55 - 577~

Notam cu @ functia definita prin relatia

a(&,n) = u(x(§,n),y(&n)). (16.3)
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Relatia (16.28) este echivalenta cu

u(z,y) = w(é(z,y),n(r,y)).

Din relatiile (16.27) si (16.29) rezulta

ou_ou  on
oxr  O¢ on
ou_,0u 0
oy o0& on
2 2~ 2~ 2.~
8u:%+66u +98u

022~ 92 T " ocon T on?

0u 0% 0% 0%u
0xdy 0& & on

Pu_ o o o
dy* 0 9Edn  on?

Ecuatia (16.26) devine
o*u
oo

iar aceasta din urma are solutia generala

0

(& n) = F(&)+Gn).
Rezulta ca ecuatia ecuatia (16.26) are solutia generala
u(z,y) = F(z +2y) + G(3x + y).
Din conditia u(0,y) = 93> obtinem
F(2y) + G(y) = 9y°.

Pe de alta parte

0
a—z(x, y) = F'(x + 2y) + 3G’ (3z + y)
deci 5
U
2 0,9) = F'(29) + 36,

Din conditia gu(O, y) = y* obtinem
x

F'(2y) +3G'(y) = y°.

150

(16.4)

(16.5)

(16.6)

(16.7)
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Din relatiile (16.6) si (16.7) rezulta sistemul
2F'(2y) + G'(y) = 27y,
F'(2y) +3G'(y) = v,

care are solutia
F'(2y) = 16y,

G'(y) = —5y”.
Obtinem
F(y) = %y?’ +C,
G(y) = —g?f’ + Co,
deci

3

4
u(z,y) = g(az + 2y)? 3(396 +9)3 +C.

Deoarece u(0,y) = 9y3, deducem C = 0 deci

4 5
u(x,y) = g(m +2y)? — 5(330 +y)3.

Exercitiul 16.2 Sa se determine solutia generala a ecuatiei cu derivate
partiale de ordinul al doilea
5 0% 5 0*u 2 @ ou ou

Yo xy8x8y+x 8y2—x%—y8—y:0, (16.8)

In ipoteza (z,y) € (0,00) x (0, 00).
Solutie. Din ecuatia caracteristica atagata ecuatiei (16.20)
v? () + 2zyy’ + 2% =0
rezulta y' = _5 Obtinem familia de solutii
2? +y? = C.

Consideram schimbarea de variabild

§=a+y°,
(16.9)
n=zx.
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Transformarea inversa este
{ T =1,
y=\E—n2
Notam cu @ functia definita prin relatia
u(€,n) = w(z(,n),y(& ). (16.10)
Relatia (16.22) este echivalenta cu
u(z,y) = u(§(z,y),n(x,y)). (16.11)
Din relatiile (16.21) si (16.23) rezulta
ou_, 00 0
ox o0& 0On
ou_, 0
oy~ oe
2 2 2~ 27 ~
Ou_428 4 Az 8u+8u ou
Ox? 0€2 0&0n 65
0*u 0?1 0?1
= 4zy 2
ozoy ~ Yog T Vaeon
2 27 ~
9w _ 2070 50U
0y? 0g? o
Ecuatia (16.20) devine
o*u  ou
y? — =0. 16.12
677 x@n 0 (16.12)
Conform relatiilor (16.21) ecuatia (16.24) poate fi rescrisa sub forma
021 ou
=0. 16.13
€=~ (16.13)
Facem notatia
on
Ecuatia (16.13) devine
€2 gw=o (16.14)
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Ecuatia (16.25) are solutia generala

g
(e = 2
Din
i F(©)
o \JE—n?
rezulta

a(€,n) = F(&)arcsin% +G(E).

In concluzie, solutia generald a ecuatiei (16.20) este

u(z,y) = F(x? + y*)arcsin + G2 + ).

x
Va2 +y?
Exercitiul 16.3 Sa se aduca la forma canonica ecuatia cu derivate partiale

de ordinul al doilea

9%u 9%u Pu  Ou ou
@—68967%—1—108—%—1-%—36—?/—0. (16.15)

Solutie. Din ecuatia caracteristica atagata ecuatiei (16.31)
(/) + 6y +10 =0
rezultd 3’ = —3 + j si ¥ = —3 — j. Obtinem familiile de solutii
3x+y+jxr=0C,
3z +y—jr=C.

Consideram schimbarea de variabila

§=3z+vy,
(16.16)
n=ux.
Transformarea inversa este
T =,
y=¢&—3n.

Notam cu @ functia definita prin relatia

a(&,n) = u(x(§,n),y(&mn)). (16.17)
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Relatia (16.33) este echivalenta cu

u(x,y) = @(f(fﬂay)an(%y))- (16'18)

Din relatiile (16.32) si (16.34) rezulta

ou_,on 0
dxr  ~0f  On

ou _ o

dy Ot

9%u 924 ?u 0%
e =9 b+ ——
Ox? €2 0&0n  On?
0%u ?u 0%

oxiy 02 " ocon

o _ o

oy 9&%
Ecuatia (16.31) devine

2@ "o T =" (16.19)

Exercitiul 16.4 Sa se determine solutia generala a ecuatiei cu derivate
partiale de ordinul al doilea

2 2 2
8u+48u +48u

Solutie. Din ecuatia caracteristica atagata ecuatiei (16.20)
(v) 4y +4=0
rezulta ¢ = 2. Obtinem familia de solutii
20 —y=C.

Consideram schimbarea de variabila

‘5 =2z — Y,
(16.21)

n=x.



Note de Seminar 155

Notam cu @ functia definita prin relatia

a(&,n) = u(x(§,m),y(& ) (16.22)

Relatia (16.22) este echivalenta cu

u(z,y) = a(€(x,y), n(z,y)). (16.23)

Din relatiile (16.21) si (16.23) rezulta
ou 2811 ou

oz~ "o T
ou ou

dy 0k

O*u 0% o*n 0%
=4 44—
0x? 0¢? ocon ~ on?
Pu _2@ B 0%
oxdy 0 0&om

o _ o
oy 0&2°
Ecuatia (16.20) devine
i _, (16.24)
oz~ V- .
Facem notatia
on
Ecuatia (16.20) devine
ow
— =0. 16.25
o (16.25)
Ecuatia (16.25) are solutia generala
w(&,n) = F(£).
Din 9i
U
—=F
5 = F©)
rezulta

a(&,m) = F(&)-n+ G(&).

In concluzie, solutia generald a ecuatiei (16.20) este

u(z,y) = F2x —vy) x4+ G2z —y).
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Exercitiul 16.5 Sa se determine solutia ecuatiei cu derivate partiale de

ordinul al doilea

BRI TR Y
a2 7 Oy? Ox y@y - (16.26)
(2,y) € (0,00) x (0, 00).
Solutie. Din ecuatia caracteristica atagata ecuatiei (16.26)
2
.1'2 (y/) _ y2 — 0
rezulta
y = +¥
x
Obtinem familiile de solutii:
- = Cla
xy = Cs.
Consideram schimbarea de variabila
¢=2,
(16.27)
n=uzy.
Notam cu @ functia definita prin relatia
u(&,m) =u(@(&n),y(&mn)- (16.28)

Relatia (16.28) este echivalenta cu

u(z,y) = a(&(z,y), n(z,y)). (16.29)
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Din relatiile (16.27) si (16.29) rezulta
Ou  ou Yy 01
or = ae (722) * an Y

2

ou oOu 1 Ou

dy 9 =z In

Pu  *u y* D% (_2;/2) a2a. ,  O0u 2y

02 o2 oo \ ) Tar YV T w
Pu  0%u 1 o’u  9*u
oyz  0&2 22 0con  On?
Ecuatia (16.26) devine
O _, (16.30)
acon '

iar aceasta din urma are solutia generala

u(§;n) = F(&) + Gn).

Rezulta ca ecuatia ecuatia (16.26) are solutia generala

u(z,y) =F (%) + G(z - y).

Exercitiul 16.6 Sa se aduca la forma canonica ecuatia cu derivate partiale

de ordinul al doilea

0%u 0%u 0%u  Ou  Ou
Ox? 8x8y+58y2+8x+8y 0 (16.31)

Solutie. Din ecuatia caracteristica atagata ecuatiei (16.31)
() +4y +5=0
rezulta, ' = —2 + j si ' = —2 — j. Obtinem familiile de solutii

2¢ +y + jox = C,

2 +y—jr=0C.
Consideram schimbarea de variabila

§=2x+y,
(16.32)
n=ux.
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Notam cu @ functia definita prin relatia

a(&,m) = u(x(§,m),y(&,n)). (16.33)

Relatia (16.33) este echivalenta cu

u(z,y) = u((z,y),n(z,y)). (16.34)
Din relatiile (16.32) si (16.34) rezulta

ou _,0u 0

or  “0¢  On

ou_ i

dy 9

Pu  O*u  d*a  O*u

T Y sv  gu
522~ “oe ooy T o

Pu 2@ N 0%
oxdy T OE  0ton

o _ o
oy*  0g2

Ecuatia (16.31) devine
Ou  9%u _,0u  0u

gu g g9 Ity 16.
522 "5 T35 T =0 (16.35)

16.1 Exercitii propuse

Exercitiul 16.7 Sa se determine solutia ecuatiei cu derivate partiale de
ordinul al doilea o2 o2 o2

U u u
— +5——+6=— =0 16.36
Ox? + 0xdy * Oy? ’ ( )

care verifica urmatoarele conditii

u(x,2z) =e ",

u(z,3x) = €”.

Exercitiul 16.8 Sa se aduci la forma canonica ecuatia cu derivate partiale
de ordinul al doilea

P 0w o

v Ve T Ty = (16.37)
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Exercitiul 16.9 Sa se determine solutia generala a ecuatiei cu derivate
partiale de ordinul al doilea
0%u 0%u 0%u

ou g . 16.
527 5559y 057 = ° (16.38)
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17 Exercitii

17.1 Functii complexe de variabila complexa

Exercitiul 17.1 Se considera functia
x
:R?\ {(0,0)} - R Ly) = €% si —.
wR{0.0} S Ry () = e siny +

T 2
Sa se determine functia v astfel incat f = u—+jv sa fie olomorfa gi f (j 5) =—j—.

Exercitiul 17.2 Se considera functia

uw:R? 5 R, uz,y) =€ [(:E2 —y?) cosy — 2xy siny].

Sa se determine functia v astfel incat f = u+jv sa fie olomorfa si f (j—) = jﬂ—.

Exercitiul 17.3 Se considera functia
v:R? =R, v(z,y) = e’ V" cos 22y

Sé se determine functia u astfel incat f = u+ jv sa fie olomorfa si f(0) = 1.

Exercitiul 17.4 Se considera functia
v R\ {(z,9) |2 =0} = R, v(z,y) = zyln(a® +12) + (2° — yP)arctg”.
x

Sa se determine functia u astfel incat f = u+ jv sa fie olomorfa si f(1) = 0.

Exercitiul 17.5 Sa se rezolve in multimea numerelor complexe ecuatiile

(a) sinz =2
(b) cosz=j

(c) e*=1—3V3.
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Exercitiul 17.6 Sa se reprezinte functia

z+4

&)= 713

printr-o serie de puteri in jurul punctului 3.

Exercitiul 17.7 Sa se dezvolte functia

z—1
z—2

f(z) =

printr-o serie de puteri in jurul punctelor O si j.

Exercitiul 17.8 Sa se dezvolte functia

z+2

1z) = (z4+4)(2—2)3

printr-o serie de puteri in jurul punctului 2.

Exercitiul 17.9 Sa se dezvolte functia

1

Mo =1y

printr-o serie de puteri in jurul punctelor 0 gi 1 + j.

Exercitiul 17.10 Sa se reprezinte functia

22 —1

&) =2

printr-o serie de puteri in domeniile

D={zeC|2<|z| <3}
E={zeC||z| <2}

F={2eC||z| >3}
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Exercitiul 17.11 Sa se reprezinte functia

1
f(z):m

printr-o serie de puteri in domeniile

D={zeC|0<|z| <1}

E={zeC|1< |z}

Exercitiul 17.12 Sa se reprezinte functia

222 -32-3
23 —222 42 -2

f(z) =
printr-o serie de puteri in domeniile

D={zeC|1< |z <2}
E={zeC||z| <1}

F={zeC| |z >2}.

Exercitiul 17.13 Si se calculeze integrala
€j7rz
I=| —/—=d
/0(22+1)2 -

C: 42?+y>—4=0.

unde

Exercitiul 17.14 Sa se calculeze integrala

I /COS(EZ)d C: |z+2j|=2
= ——=2dz, : z i = 2.
c (z+j)?

Exercitiul 17.15 Sa se calculeze integrala

2jz_5
I:/GQZdz, C: [2:—j|=2.
c < +4
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Exercitiul 17.16 Sa se calculeze integrala :

1 .
/61(2—1)2(2'2—1—1)012’ C: |Jz—1—j|=2.

Exercitiul 17.17 Sa se calculeze integrala

2z —1
I= —d C: -1 1| =4.
/022(24—16) 2 |Z |+|Z+ |

Exercitiul 17.18 Sa se calculeze integrala

eTH
1:/ ds, C: |z—2+|z42 =6
c <

Exercitiul 17.19 Sa se calculeze integrala

sin (7z) ‘

Exercitiul 17.20 Sa se calculeze integrala

1+sin® 2y
1= —2d c: —+==1.
/C 1+z o "1

Exercitiul 17.21 Sa se calculeze integrala

1
:/Md'z7 C: |Z—1|:\/§
C

Exercitiul 17.22 S3i se calculeze integrala

0 .2
—1
s
0 l“"].
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Exercitiul 17.23 Sa se calculeze integrala

z—/“’ ! d
T @)@+

Exercitiul 17.24 Sa se calculeze integrala

T 14cosw
I= d
/0 (13 + 12 cos x)? “

Exercitiul 17.25 Si se calculeze integrala
2
1
I / + (308237 .
o l+cosx

Exercitiul 17.26 Sa se calculeze integrala

T sin?x
1= [ s
o 13—5cosx

Exercitiul 17.27 Sa se calculeze integrala
* cosw

I= ——d

/_oo (@1

Exercitiul 17.28 Sa se calculeze integrala

7 /°° Tsin d
— x
o (22 +72)(x? + 47?)
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17.2 Serii Fourier

Exercitiul 17.29 Sa se reprezinte printr-o serie Fourier trigonometrica functia

periodica de perioada T' = 2 data prin

x, O<ax<l1

Exercitiul 17.30 Sa se reprezinte printr-o serie Fourier trigonometrica functia

periodica de perioada T' = 27 data prin

sinx, O0<zx<m

0, <z <2

Exercitiul 17.31 Sa se reprezinte printr-o serie Fourier trigonometrica functia

periodica de perioada T' = 27w data prin

f(x)=¢€", xe€(—mmn].

Exercitiul 17.32 Sa se reprezinte printr-o serie Fourier trigonometrica functia

data prin

Exercitiul 17.33 Sa se reprezinte printr-o serie Fourier trigonometrica functia

data prin
sin x

@)= 13 —12cosx’

Exercitiul 17.34 Sa se reprezinte printr-o serie Fourier trigonometrica de

sinus functia
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Exercitiul 17.35 Sa se reprezinte printr-o serie Fourier trigonometrica
de cosinus functia
flx)=¢", x€]0,2].

Exercitiul 17.36 Sa se reprezinte printr-o serie Fourier trigonometrica

de cosinus functia

flz)==z, x€]0,1].

17.3 Transformata Laplace
Exercitiul 17.37 Sa se rezolve problema Cauchy

2 (t) — 52/ (t) + 4z(t) = 12 + 9e’ + 5sin 2t

Exercitiul 17.38 Si se rezolve problema Cauchy

2" (t) + 62/ (t) + 9x(t) = 9e3t

Exercitiul 17.39 Sa se rezolve problema Cauchy

2 (t) — 2/ (t) — 2x(t) = 18e~tsin 3t

Exercitiul 17.40 Sa se rezolve problema Cauchy

2" (t) + 2" (t) = el'sint
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Exercitiul 17.41 Sa se rezolve ecuatia integrala

t
sint — cost = / sin(t — 7)x(7)dr.
0

Exercitiul 17.42 Si se rezolve sistemul

¥ =—x+y+z
y'=z-y+z
d=rx+y—=z

gtiind ca

17.4 Ecuatii cu derivate partiale de ordinul al doilea

Exercitiul 17.43 Sa se determine solutia generala a ecuatiei cu derivate
partiale de ordinul al doilea
0%u 0%u 0%u

Exercitiul 17.44 Sa se aduca la forma canonica, ecuatia cu derivate partiale

de ordinul al doilea

Yoz Y Oy =0,

(z,y) € (0,00) x (0,00).

Exercitiul 17.45 Sa se aduca la forma canonica ecuatia cu derivate partiale
de ordinul al doilea

0%u 0%u 0?u  Ou Ou

Ox? Oxdy
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18 Tipuri de subiecte

18.1 Functii olomorfe.
Conditiile Cauchy-Riemann

Exemplul 18.1 Se considers functia u : R? — R, u(z,y) = e®cosy. Si se

determine functia v astfel incat f = u + jv sa fie olomorfa si f(0) = 1.

18.2  Functii elementare.
Ecuatii cu functii elementare

Exemplul 18.2 Sa se rezolve in multimea numerelor complexe ecuatia
sin z — cosz = j. (18.1)

18.3 Integrala curbilinie in planul complex

Exemplul 18.3 Aplicand definitia, sa se calculeze integrala

I:/zdz
¥

in care vy este patratul ABCD parcurs in sensul
A—-B—-C—D— A,
varfurile fiind: A(1+ j), B(—=1+j), C(=1—j), D(1 —j).

18.4 Dezvoltarea functiilor in serii de puteri.
Serii Taylor. Serii Laurent

Exemplul 18.4 Si se reprezinte functia

22 4+32+42
23 —6224+112—6

f(z) =

printr-o serie de puteri in jurul punctelor 0, 1, 2, 4.

Exemplul 18.5 Sa se dezvolte functia

1
23 4+6224+92+4

f(z) =

printr-o serie de puteri in jurul punctelor 0 si —1.
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Exemplul 18.6 Sa se reprezinte functia

422 — 2249
f(z) = 23 — 322 + 42 — 12
printr-o serie de puteri in domeniile

D={zeC|2<|z| <3}

E={zeC||z| <2}
F={zeC| |z >3}
18.5 Teoria reziduurilor

Exemplul 18.7 Sa se calculeze integrala

el?
I, = dz, ke{1,2,3,4),
k /Ck (22— 1)(22 + 1)2 z { }

unde
Cr: |z|==

Co: 22 +82%—-2=0
Cy: 82°+y*—2=0

041 |Z|:2.

Exemplul 18.8 Sa se calculeze integrala

I:/z4eidz, C: |z|=3
C

Exemplul 18.9 Sa se calculeze integrala

z

I:/C(z+1)2(z2—5z+6)

dz, C:lz+1]=3.

Exemplul 18.10 Sa se calculeze integrala complexa:

13 ) )
/(;(2—2)4(z5+3)2dz’ C: 4z +9y“ — 36 =0.
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18.6  Aplicatii ale teoremei reziduurilor in calculul unor in-
tegrale reale

Exemplul 18.11 Sa se calculeze integrala

© 1
I
oo TP+ 1

Exemplul 18.12 Sa se calculeze integrala

2w
1:/ LAcost L,
o O+4sinf

Exemplul 18.13 Sai se calculeze integrala
*  cosx

1= ———d

/0 (@ +1)2"

18.7  Serii Fourier

Exemplul 18.14 Sa se reprezinte printr-o serie Fourier trigonometrica functia

periodica de perioada T' = 27 data prin

r, —nm<z<0

Exemplul 18.15 Sa se reprezinte printr-o serie Fourier trigonometrica functia

periodica de perioada T' = 2L data prin

Exemplul 18.16 Si se reprezinte printr-o serie Fourier trigonometrica functia
data prin
sinx

fla) = 5+ 3cosz
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Exemplul 18.17 Sa se reprezinte printr-o serie Fourier trigonometrica de

sinusuri functia

18.8 Transformata Laplace
Exemplul 18.18 Sa se rezolve problema Cauchy

2" (t) — 32" (t) + 22/ (t) = cost

(18.2)
z(0) =2/(0) =0, 2"(0)=1
Exemplul 18.19 Sa se rezolve ecuatia integrala
¢
1 —cost = / sh(t — 7)x(7)dr. (18.3)
0
Exemplul 18.20 Sa se rezolve sistemul
¥ =r—-—y—=z2
y'=—ax+y—=z (18.4)

"

Zr=—rx—-y+z

stiind ca

18.9 Ecuatii cu derivate partiale de ordinul al doilea

Exemplul 18.21 Si se determine solutia generald a ecuatiei cu derivate

partiale de ordinul al doilea

2 2 2
8u+48u +48u

— — =0. 18.5
Ox? 0xdy oy? 0 (185)
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Exemplul 18.22 Si se determine solutia ecuatiei cu derivate partiale de

ordinul al doilea

282u_ 2@ ou ou

o Yy T~y =0,
ox dy ox dy (18.6)

(z,y) € (0,00) x (0,00).

Exemplul 18.23 Si se aduca la forma canonica ecuatia cu derivate partiale

de ordinul al doilea

0%u 0%u 0%u  Ou  Ou
_ BT T O 18.7
Ox? Oxdy + 58y2 + Ox + oy (18.7)



